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Нове класе функција за синтезу ланчаних филтара
Резиме
Апроксимација и импементација ланчаних филтара је предмет анализе  истраживања
презентованих у дисертацији. Најважнији резултати истраживања су приказани у четири
поглавља: Синтеза филтарских функција Jacobi-jeвим полиномима, Модификована
Jacobijeева ланчана функција, Синтеза полиномских ланчаних филтара и Реализација. У
Закључку су сумирани најважнији научни доприноси и правци будућих истраживања.
Главни део представљене дисертације подељен је у пет поглавља.         У другом поглављу,
након увода, појам апроксимације амплитудске карактеристике полиномских филтара
ортогоналним полиномима је проширен и на примену ортогоналних Jacobijeвих полинома.
Једноставном модификацијом ортогоналних Jacobi-jевих полинома добијени су полиноми
названи Модификовани-Jacobi-jеви полиноми, погодни за апроксимацију амплитудске
карактеристике аналогних филтара пропусника ниских фреквенција. Треба напоменути да
модификовани Jacobijeви полиноми нису ортогонални. Ако је степен филтара задат, оба
параметра Jacobijевог полинома (α и β) су слободни параметри који се могу користити за
континуирано подешавање амплитудске или фазне карактеристике филтра. То чини да су
добијене фреквенцијске карактеристике флексибилније од апроксимација стандардним
ортогоналним полиномима као што су апроксимације са Chebysheveвим или Legendrов
полиномима. Треба напоменути да предложена апроксимација модификованим-Jacobijeвим
полиномима, погодним избором параметара Jacobijeвих полинома, генерише многе напред
поменуте апроксимације полиномских филтара, као на пример: Butterworth-ов,
Chebyshevev, Chebysh-евев, Legendr-ов и њихове деривате које су предложили Ku и Drubin,
итд.
Описана техника синтезе анлогних филтара модификованим Jacobijeвим полиномима,
учињена је још ефикаснијом додавњем коначних нула преноса у преносну функцију филтра.
Као што је добро познато, коначне нуле преноса на реалним фреквенцијама, тј. на
имагинарној оси, немају утицаја на фазну карактеристику филтра. Међутим оне се могу
тако одредити да карактеристика слабљења има Chebyshевев карактер у непропусном
опсегу.
Наведени су подаци о положају полова ове класе филтара у s-равни за параметар Jacobijeв
их полинома, који дају приближно монотону амплитудску карактеристику за степен филтра
од три до десет. Извршено је детаљно порђење добијених резултата са познатим критично
монотоним преносним функцијама, и показано је да предложена класа полинома нуди и
боља решења од стандардних апроксимација.
На крају ове главе извршено је и поређење нове класе филтара са коначним нулама преноса
и инверзног Chebyshevev филтра. Показано је да синтеза филтара модификованим
Jacobijeвим полиномима са коначним нулама преноса нуди боље перформансе од
инверзних Chebyshevevih филтара.
У трећем поглављу описана је нова класа преносних функција за синтезу ланчаних филтара.
Ове ланчане функције, назване модификоване Jacobijeve ланчане финкције (mJCF),
добијене су  као производ модификованих Jacobijevих полинома нижег  степена, назване
seed функције. Оптимизација преносне функције се може извршити тако да све seed
функције буду са истим параметрима. У том случају у Chebysheveve ланчане функције
(CCF) и Legendrовe ланчане функије (LCF) су специјални случајеви модификованих
Jacobijevих ланчаних функција. Бољи резултати се могу добити ако се за задати степен
филтра, поред оптимизаије броја seed функција, оптимизира се и свака seed функција која
може да има различите параметре Jacobijevих полинома. У том случају је број могућих
комбинација велики па је погодно најпре извршити оптимизацију са истим параметрима, а
затим одабрати једну seed функцију којом ће се извршити накнадно подешавање неке од
карактеристика у устаљеном или прелазном стању. Излагања у четвртом поглављу односе
се на синтезу полиномских лачаних филтара. Посебна пажња је поклоњена ланчаним
филтрим са две seed функије.
Фактор доброте коњуговано комплексног пара полова, фактор нагиба и максимална
вредност повратних губитака су коришћени за поређење преносних функција. Функције
циља су повратни губици. На примерима преносних функција седмог, осмог, деветог и
десетог реда анализирани су реазултати апроксимације. Показано је да се редукција
повратног слабљења може остварити преносним функцијама вишег реда без велике
промене Q-фактора пола и коефицијента нагиба. Ова техника је први пут примењена давне
1967 за редукцију Q-фактора критичног пара полова. Коначно, излагања у петој глави се
односе на пасивну LC лесвичасту реализацију ланчаних филтара. Последњи корак у
пројектовању филтара јесте формирање прототипа електричног кола које служи као основа
за физичку реализацију (имплементацију) филтра. Наиме, реализаицја нископропусних
прототипова филтара засновна је на елементима са концентрисаним параметрима
двоприступне пасивне  лесвичасте LC мреже. Филтар се побуђује реалним генератором који
има унутрашњу отпорност, а на другом приступу затворен је отпорником. Управо ове
конфигурације представљају везу између филтарске функције и физичке реализаије филтра.
Посматрају се прототипски филтар пропусник ниских фреквенција и филтар пропусник
опсега фреквенција и њихова имплементацја помоћу елемената са конентрисаним
параметарима. Посебна пажња је посвећена реализацији ланчаног филтра пропусника
ниских фреквенција заснованог на каскади секција водова.
Кључне речи: Дигитална обрада сигнала, Филтри, Модификовани Jacobi полиноми , Seed
функције, Ланчане функције.
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УДК:
NEW CLASS OF FUNCTIONS FOR THE SYNTHESIS OF
CHAIN FILTERS
Summary
The approximation and  implementation of chain filters is the subject of the research presented in
this dissertation. The most important results are presented in four chapters: The synthesis of filter
functions using Jacobs polynomials, A modification of Jacobs chain functions, The synthesis of
polynomial chain filters and The realization. The conclusion summarizes the most important
scientific contributions and the direction of future research. The main part of this dissertation is
divided into five chapters In the second chapter, after the introduction, the idea of approximating
the amplitude characteristics of polynomial filters using orthogonal polynomials is expanded on
with the use of orthogonal Jacobs polynomials. By simply modifying Jacobs orthogonal
polynomials we get polynomials known as Modified-Jacoby polynomials, which are suitable for
approximating the amplitude characteristics of analog filters with low frequency bandwidth.  it
should be noted that modified Jacobs polynomials are not orthogonal. If the degree of a filter is
given, both parameters of Jacobs polynomial (α и β) are free parameters that can be used for
continuous adjustment of the amplitude and faze characteristic. This makes it so the resulting
frequency characteristics are more flexible than the approximations made using standard
orthogonal polynomials such as the Chebyshev and Legendre polynomials. It should be mentioned
that the suggested approximation using Modified-Jacobs polynomials, with the choice of proper
parameters for the Jacobs polynomials, produces many of the mentioned approximations of
polynomial filters, such as: Butterworth, Chebyshev, Legendre and their derivatives that were
suggested by Ku and Durbin, etc.
The previously described technique of synthesis of analog filters with Jacobs polynomials, is made
even more efficient by adding the final zeros of transfer in the transfer function of the filter. As is
well known, the final zeros of transfer on real frequencies, i.e. on an imaginary axis, don’t have an
effect on the faze characteristic of a filter.
Data regarding the positioning of the poles of this class of filters in the s-plane for the parameter
of Jacobs polynomials is also given, and it creates an approximately monotonous amplitude
characteristic for filters with degree in range from three to ten.  The results were compared to
known critical monotonous transfer functions, and it was shown that the suggested class of
polynomials offers better solutions than the standard approximations.
At the end of this chapter the new class of filter with final zeros of transfer were compared to an
inverse Chebyshev filter. It was shown that the synthesis of the filter with modified Jacobs
polynomials and final zeros of transfer offered better performance than the inverse Chebyshev
filter.
The third chapter describes a new class of transitional functions for the synthesis of chain filters.
These chain functions, named modified Jacobs chain functions (MJCF), are the result of
multiplying modified Jacobs polynomials of a lower degree, known as seed functions. Transfer
functions can be optimized so that all seed functions have the same parameters. In that case,
Chebyshev's chain functions (CCF) and Legendre’s chain functions (LCF) are special cases of
modified Jacobs chain functions. Better results can be achieved if for the given degree of the filter,
besides the number of seed functions, each seed function that can have different parameters of
Jacobs polynomials was also optimized. In that case the number of possible combinations is very
large so it is favorable to finish optimization with one parameter, and then pick a seed with witch
to make adjustments to some of the characteristics in a stable or transitional state. The fourth
chapter deals with the synthesis of polynomial chain filters. Special attention Is paid to chain
functions with two seeds.
The Q-factor of a pair of conjugated complex poles, the inclination factor and the maximum value
of irreversible loss are used for finding transfer functions. Goal functions are return losses. The
results of the approximation were measured on examples of transfer functions of the seventh,
eighth, ninth and tenth order. It was shown that the reduction of return attenuation can be achieved
with transfer functions of a higher order without major changes to the Q-factor of the pole or the
tilt coefficient. This technique was first used way back in 1967 to reduce the Q-factor of a critical
pair of poles. Finally, the fifth chapter/section describes a passive LC ladder realization of chain
filters. The last step in designing a filter is forming a prototype of the electric circuit that will serve
as the basis for the physical realization (implementation) of the filter. Namely, the realization of
prototype low-pass filters is based on elements with concentrated parameters of a too-way passive
ladder LC network. The filter is triggered by a real generator that has inside resistance, and the
other access point is closed off with a resistor. It is precisely these configurations that make up the
connection between the filter function and the physical realization of a filter. What is being
observed is the prototype of a low pass frequency filter and the implementation using elements
with concentrated parameters. Special attention was paid to the realization of a low pass frequency
chain filter based on the casade sections.
Key words: Digital signal processing, Filters, Modified Jacobs polynomials, Seed functions, Chain
functions.
Scientific field: Electrical and computer engineering






1.1 Predmet istraivaa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2 Aproksimaija filtarskih funkija ortogonalnim polinomima 12
2.1 Aproksimaija amplitudske karakteristike filtra . . . . . . . . . . . 14
2.2 Ortogonalni Jacobievi polinomi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.1 Modifikovani Jacobievi polinomi . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Polinomska prenosna funkija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3.1 Karakteristike usta	enog staa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3.2 Karakteristike prelaznog staa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3.3 PoreÆee sa drugim sistemima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4 Raionalna prenosna funkija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.4.1 PoreÆee sa Chebyshev	evim filtrom tipa dva . . . . . . . . . 37
2.5 Zak	uqak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
3 Modifikovana Jacobijeva lanqana funkija 42
3.1 Lanqane funkije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.1.1 Modifikovana Jacobijeva lanqana funkija . . . . . . . . . . . 43
3.1.2 Seedfunkije sa proizvo	nim parametrima . . . . . . . . . . . . 48
3.2 Zak	uqak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4 Sinteza polinomskih lanqanih filtara 53
4.1 Aproksimaija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2
SADRAJ
4.1.1 Fazni odziv i odziv grupnog kaxea . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.1.2 Faktor dobrote kougovano kompleksnog para polova . . . . . . 56
4.1.3 Faktor nagiba . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.1.4 Povratni gubii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2 Rezultati aproksimaije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.2.1 Sinteza modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara . . . . . 58
4.2.2 Redukija povratnih gubitaka prenosnim funkijama vixeg
stepena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.3 Zak	uqak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5 Realizaija 81
5.1 Darlingtonova realzaija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5.1.1 Pasivna LC lestviqasta realizaija lanqanih fitara . . . . . 85
5.1.2 Realizaija prenosnih funkija sa redukovanim povratnim gu-
biima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.2 Filtar propusnik opsega frekvenija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.3 Realizaija kaskadom sekija vodova . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.3.1 Simulaija filtra realizovanog kaskadom sekija vodova . . . 97
5.4 Zak	uqak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
6 Zak	uqak 103
6.1 Nauqni doprinosi disertaije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104












2.1 Normalizovani modifikovani Jacobievi polinomi za n = 0,1, . . . ,5, i
parametre α = −0.5 i β = 0.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2 Grafiqki prikaz modifikovanih Jacobievih polinoma, karakteris-
tiqnih funkije, za n = 8, parametar α = −0.5 i qetiri razliqite
vrednosti parametra β = −0.5,0,0.5,1 i 1.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3 Grafiqki prikaz karakteristiqne funkije modifikovanih Ja-
cobievih filtra devetog reda za α = −0.5 i ̌hetiri vrednosti za β:
−0.5, 0, 0.5 i 1.5. Za α = β = −0.5 dobija se karakteristiqna funkija
Chebyshev	evog filtra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4 Poloaj polova modifikovanih Jacobievih filtara devetog stepena,
za α = −0.5 i β = 0,0.5 i 1.5, i Butterworthovog filtra. . . . . . . . . . 22
2.5 Frekvenijske karakteristike modifikovanih Jacobievih filtra de-
vetog reda za α = −0.5 i β = 0,0.5 i 1.5, i Butterworthovog filtra. . . . 24
2.6 Faktor nagiba modifikovanih Jacobievih filtara devetog reda. . . . 25
2.7 Povratni gubii modifikovanih Jacobievih filtra devetog reda, za
parametar α = −0.5 i tri razliqite vrednosti parametra β: 0, 0.5 i 1.5. 26
2.8 Odzivi modifikovanih Jacobievih filtara na jediniqnu odskoqnu
(Hevisajdovu) funkiju za α = −0.5 i tri razliqite vrednosti za β. . 28
2.9 Odzivi modifikovanih Jacobievih filtara na impulsnu (Dirakovu)
funkiju za α = −0.5 i tri razliqite vrednosti za β. . . . . . . . . . . 29
2.10 Karakteristike u usta	enom stau filtara sa monotonom ampli-
tudskom karakteristikom u propusnom opsegu i modifikovanog Ja-
oobijevog filtra sa α = −0.5 i β = 1.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.11 Povratni gubii klasiqnih filtara sa monotonom amplitudskom
karakteristikom i modigikovanog Jacobievog filtra sa priblino
monotonom karakteristikom slab	ea u propusnom opsegu. . . . . . . 31
4
SPISAK SLIKA
2.12 Raionalna karakteristiqna funkija zasnovana na modifikovanin
Jacobievim polinomima sedmog reda sa tri pola na realnim frekven-
ijama. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.13 PoreÆee karakteristika u usta	enom stau priblino monotonog
Pseuodo-Jacobievog filtra (α = −0.5 i β = 0.75) sa tri konaqne nule
prenosa i prenosne funkije Chebyshev	evog II filtra. . . . . . . . . 40
3.1 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije petog stepena. . . . . . . . 47
3.2 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije xestog stepena. . . . . . . 47
3.3 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije osmog stepena. . . . . . . . 49
3.4 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije devetog stepena. . . . . . . 50
3.5 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije desetog stepena. . . . . . . 50
4.1 Frekvenijski odzivi lanqanih filtara devetog stepena koje qine
tri seed funkije sa istim parametrima α i β. . . . . . . . . . . . . . . 59
4.2 Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara de-
vetog stepena koje qine seed funkije sa istim parametrima α i β. . . 60
4.3 Frekvenijski odzivi lanqanih filtara desetog stepena koje qine
tri seed funkije sa istim parametrima α i β. . . . . . . . . . . . . . . 62
4.4 Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara de-
setog stepena koje qine tri seed funkije sa istim parametrima α i
β. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.5 Poloaj polova u s-ravni lanqanih filtara osmog stepena mJCF+-53
(videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.6 Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara
osmog stepena mJCF+-53 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . 65
4.7 Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara os-
mog stepena mJCF+-53 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . 66
4.8 Odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara osmog stepena mJCF+-53
(videti jednaqine (??)) na odkoqnu jediniqnu funkiju. . . . . . . . . 67
4.9 Odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara osmog stepena mJCF+-53
(videti jednaqine (??)) na impulsnu (Dirakovu) funkiju. . . . . . . . 67
4.10 Poloaj polova u s-ravni modifikovanih Jacobijevih filtara deve-
tog stepena mJCF+-63 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . 68
4.11 Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara devetog
stepena mJCF+-63 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5
SPISAK SLIKA
4.12 Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih filtara devetog stepena
mJCF+-63 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
4.13 Odzivi mJCF+-63 filtara dvetog stepena na odskoqnu jediniqnu
funkiju (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.14 Odzivi mJCF+-63 filtara dvetog stepena na impulsnu (Dirakovu)
funkiju (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.15 Poloaj polova u s-ravni modifikovanih Jacobijevih filtara dese-
tog stepena mJCF+-73 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . 73
4.16 Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara desetog
stepena mJCF+-73 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.17 Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih filtara desetog stepena
mJCF+-73 (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.18 Odzivi mJCF+-73 filtara desetog stepena na odskoqnu jediniqnu
funkiju (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.19 Odzivi mJCF+-73 filtara desetog stepena na impulsnu (Dirakovu)
funkiju (videti jednaqine (??)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.20 Poloaj polova mJCF+ filtara sedmog, osmog i devetog stepena sa
optimalnim povratnim gubiima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
4.21 Optimalni povratni gubii filtara sedmog, osmog i devetog stepena. 78
4.22 Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije sedmog, osmog i devetog
stepena za aproksimaiju filtara sa optimalnim povratnim gubiima. 79
4.23 Frekvenijski odzivi mJCF filtara sedmog, osmog i devetog stepena
sa optimalnim povratnim gubiima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
5.1 Opxti oblik pasivne LC mree sa dva pristupa. . . . . . . . . . . . . 81
5.2 Poloaj nula i polova kvadrata modula koefiijenta refleksije
|Γ11( jω)|2ω=− js = Γ11(s)Γ11(−s) u komplesnoj s-ravni. . . . . . . . . . . . . . 83
5.3 Pasivna LC mrea parnog stepena sa dva pristupa, prvi element je
redni kalem, koja realizuje prototipsku prenosnu funkiju propus-
nika niskih frekvenija. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
5.4 Povratni gubii filtra propusnika opsega frekvenija qetrnaestog
stepena izvedenog iz niskofrekvenijskog prototipa sedmog stepena
mJCF+-43. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
5.5 Uneto slab	ee i grupno kaxeje filtra propusnika opsega
frekvenija qetrnaestog stepena izvedenog iz niskofrekvenijskog
prototipa sedmog stepena mJCF+-43. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
6
SPISAK SLIKA
5.6 Pasivna LC mrea sa dva pristupa za realizaiju filtra propusnika
opsega frekvenija dobijena preslikavaem prototipa polinomskog
mJCF+-43 filtra. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.7 Mikrotalasni trakasti vod. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.8 Pasivna LC mrea sa dva pristupa za realizaiju filtra propusnika
niskih frekvenija prototipa polinomskog mJCF+-43 filtra. . . . . 96
5.9 Uneti gubii (levo) i povratni gubii (desno) filtra propusnika
niskih frekvenija mJCF+-43 graniqne frekvenije fc = 1.5GHz, re-
alizovanog kaskadom sekija vodova na substratu εr = 4.2 i h = 1.6mm. 100
5.10 Izgled provodnika na xtampanoj ploqi (layout) filtra propusnika
niskih frekvenija mJCF+-43 graniqne frekvenije fg = 1.5 GHz, re-
alizovanog kaskadom sekija vodova na substratu εr = 4.2 i h = 1.6mm.
Dimenzije su u milimetrima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
7
Spisak tabela
2.1 Modifikovani Jacobievi polinomi J(α,β)n (x), α = −0.5, β = 0.5, i
n = 0,1, . . . ,10. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 Koefiijenti u imenite	u prenosne funkije modifikovanih Ja-
cobievih filtara devetog reda za α = 0.5 i tri razliqite vrednosti
parametra β = 0 0.5 i 1.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.3 Poloaj polova modifikovanih Jacobievih filtara (α = −0.5 β = 1.5)
sa priblino monotonom amplitudskom karakteristikom u propus-
nom opsegu. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.4 PoreÆee karakteristika predloenog priblino monotonog filtra
i LSM filtra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.5 Polozaj polova i nula, referentni nivoh0 i ivica nepropusnog opsegωs klase fil-
tara sa priblizhno maksimalno ravnom (AMF) amplitudskom karakteristikom:
α = −0.5, β = 0.75, i Rs = 40dB. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.1 Lanqani modifikovani Jacobijevi polinomi petog stepena za α =−0.5
i β = 0.35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
3.2 Lanqani modifikovani Jacobijevi polinomi xestog stepena za α =
−0.5 i β = 0.35. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1 Koefiijenti polinoma u imenite	u mJCF filtra (??) devetog ste-
pena di; faktor dobrote kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F;
maksimalna vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra
RLmax. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.2 Koefiijenti polinoma u imenite	u mJCF filtra (??) desetog ste-
pena di; faktor dobrote kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F;
maksimalna vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra
RLmax. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
8
SPISAK TABELA
4.3 Koefiijenti polinoma u imenite	u lanqanih filtara osmog ste-
pena mJCF+-53 (videti jednaqine (??)) di, faktor dobrote kritiqnog
para polova Qc, faktor nagiba S F i maksimalna vrednost povratnih
gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax. . . . . . . . . . . . . . . . . 64
4.4 Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosne funkije mJCF+-63
filtra devetog stepena (videti jednaqine (??)) di; faktor dobrote
kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna vrednost
povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax. . . . . . . . . . 68
4.5 Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosne funkije mJCF+-73
filtra desetog stepena (videti jednaqine (??)) di; faktor dobrote
kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna vrednost
povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax. . . . . . . . . . 72
4.6 Faktor dobrote kritiqnog para polova Qc, faktor nagiba S F, maksi-
malna vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax
i devijaija grupnog kaxea ∆τ, modifikovanih Jacobijevih lan-
qanih filtara. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
5.1 Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konen-
trisanim parametrima devetog stepena za realzaiju mJCF filtra
sa parametrima α = −0.5 i β = 0.0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.2 Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konen-
trisanim parametrima desetog stepena za realzaiju mJCF filtra
sa parametrima α = −0.5 i β = 0.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5.3 Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konen-
trisanim parametrima prototipskih mJCF+ filtara propusnika
niskih frekveniija sedmog, osmog i devetog stepena sa redukovanim
povratnim gubiima. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
5.4 Vrednosti elemenata LC mree filtra propusnika opsega frekven-
ija F0 = 2 GHz, Fl = 4/3 GHz, Fu = 3 GHz i R0 = 75Ω. . . . . . . . . . . 93
5.5 Realizaija mikrotalasnog filtra propusnika niskih frekvenija





agli razvoj sistema za beziqne komunikaije uslovio je i potrebu za stal-
nim unapreÆeem kako komponenti za obradu i prenos signala u osnovnom
frekvenijskom opsegu tako i mikrotalasnih komponenti kada su u pitau ihova
ena, kompaktnost i performanse. Uloga filtara jeste da signale nekih frekven-
ija propuste, a drugih potisnu ili oslabe. Projektovae filtara predstav	a
aktuelnu oblast savremene tehnike. I da	e se intenzivno radi na razvoju novih
analognih, digitalnih, a posebno mikrotalasnih filtara korixeem razliqitih
tehnologija, sa akentom na novim primenama i sve popularnijoj i zahtevnijoj mini-
jaturizaiji struktura, uz zadovo	avae zadatih karakteristika u frekvenijskom
domenu. U prilog tome govore brojne publikaije koje se bave ovom tematikom, a
neke od ih su posveene upravo mikrotalasnim filtrima [20, 51, 82℄.
Pasivni filtri, filtri koji koriste samo kalemove i kondenzatore, su deta	no
prouqeni u literaturi [29, 48℄ i oni su najefikasniji u radio frekvenijskom po-
druqju izmeÆu 30 kHz i 300 MHz. Ispod 30 kHz, aktivni filtri koji koriste
operaione pojaqavaqe, na primer topologija Shallen-Keya [83℄, obiqno su efikas-
niji, a preko 300 MHz 1 filtri na bazi trakastih vodova i kaskadom sekija vodova
se najqexe koriste [25, 85℄. Generalno, na frekvenijama ispod 1 GHz, filtri se
obiqno realzuju pomou elemenata sa konentrisanim parametrima kao xto su ot-
pornii, kalemovi i kondenzatori [4℄.
Projektovae filtara, je pojam pod kojim se podrazumeva odreÆivae prenosne
1
Izraz "mikrotalasi" se moe koristiti za opisivae elektromagnetnih (EM) talasa na
frekvenijama koje se kreu od 300 MHz do 300 GHz, koje odgovaraju talasnim duinama (u slobod-
nom prostoru) od 1 m do 1 mm. EM talasi sa frekvenijama iznad 30 GHz i do 300 GHz nazivaju
se i milimetarski talasi, jer su ihove talasne duine u milimetarskom opsegu (1-10 mm). Iz-
nad spektra milimetarskih talasa je infrarvrni spektar, koji obuhvata elektromagneke talase
sa talasnim duinama izmeÆu 1 µm i 1mm. Iznad infrarvenog spektra je vid	ivi optiqki
spektar, ultra	ubiqasti spektar i spektar rendgenskog zraqea. Ispod mikrotalasnog frekven-
ijskog spektra je radio frekvenijski spektar. Grania frekvenije izmeÆu radio frekvenija
i mikrotalasa je donekle proizvo	na, zavisno od posebnih tehnologija razvijenih za eksploat-
aiju tog speifiqnog opsega frekvenija.
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funkije sistema sa e	enim karakteristikama u frekvenijskom i (ili) vremen-
skom domenu, donekle zadovo	avaju potrebu za idealnim filtrom, koji bi trebao da
bez slab	ea i faznih izobliqea propuxta signale iz propusnog opsega, dok bi
signali iz nepropusnom opsega trebali biti beskonaqno potisnuti, tako da ihova
amplituda na izlazu filtra bude jednaka nuli [60℄. Time se postie da signali,
qije se sve frekvenijske komponente nalaze u propusnom opsegu filtra, proÆu
kroz filtar bez faznih i amplitudskih izobliqea. MeÆutim, prenosne funkije
filtra, na osnovu kojih se realizuju filtri, su realne raionalne funkije kom-
pleksne frekvenije, sa konaqnim brojem nula i polova. Prilikom projektovaa
filtara realizibilnih predloenom klasom prenosnih funkija, idealne karak-
teristike filtara nije mogue postii, ve se one mogu samo u odreÆenoj meri
aproksimirati. Stoga se i prilikom speifikaije prenosnih funkija filtara
moraju uzeti u obzir ove neidealnosti, te se u ima navode graniqne frekven-
ije propusnih i nepropusnih opsega, maksimalno dozvo	eno slab	ee u propus-
nom i minimalno potrebno slab	ee u nepropusnom opsegu, maksimalno odstupae
fazne karakteristike od linearne, nivo povartnih gubitka, isl. [35℄ Prilikom pro-
jektovaa, najpre se aproksimaionim metodima postie e	ena karakteristika
slab	ea, a zatim se fazna karakteristik koriguje, ukoliko je potrebno, faznim
korektorom ili korektorom grupnog kaxea. [31℄
Za projektovae filtara moe se koristiti metoda ima parametara (engl.
he image parameter method) [8, 50℄ ili metoda unetog slab	ea (engl. the inser-
tion loss method). [94℄ Metoda ima parametra za projektove filtara, uk	uquje
speifikaiju propusnog opsega i karakteristike nepropusnog opsega, zasniva se
na kaskadnoj sprezi jednostavnih mrea sa dva pristupa [11℄. Za karakterizaiju
mrea sa dva pristupa koriste se primarni a-parametri i sekundarni parametri
ima impedanse, odnosno ima ulazne impedanse mree sa dva pristupa. Osnovni
gradivni blokovi su sledee jednostavne mree sa dva pristupa: L-sekija, T -
sekija i Π-sekija. Redni element L-sekije i T -sekije je Z-impedanse, dok je kod
Π-mree redni element 2 Z-impedansa. Paralelni element L-sekije i Π-sekije je
Y-imedansa, dok je paralelni elment kod T -sekike 2Y-admitansa. Moe se pokazati
da je L-sekija polovina T -sekije ili Π-sekije. Gradivni blokovi k-filtara [96℄
se realizuju tako koliqnik impedanse redne grane i admitanse paralelne grane
konstantan, k2 = Z/Y. Metoda je relativno jednostavna, ali osnovni nedostatak da
se dizajn proizvo	nog frekvenijskog odziva ne moe jednostavno realozovati.
Ovo je u suprotnosti sa metodom unetog slab	ea koja se koristi u predloenoj
disertaiji za projektovae filtara propusnika niskih frekvenija. Idealni
filtar ima nultu vrednost unetog slab	ea u propusnom opsegu, beskonaqnu vred-
nost unetog slb	ee u nepropusnom opsegu i linearnu faznu karakteristiku.
Metoda unetog slab	ea [26, 46, 54℄ omoguuje visoki stepen kontrole karakter-
istike filtra u propusnom opsegu, nepropusnom opesgu i fazne karakteristike
11
1.Uvod
tokom aproksimaije. Neophodni kompromisi tokom postupka aproksimaije mogu
se primeniti kako bi najbo	e ispunili propisani zahtevi. Na primer, ako je uneto
slab	ee primarna karakteristika filtra, potrebno je primeniti Butterworthov
filtar. MeÆutim, Chebyshev	ev filtar [92℄ ima najveu vrednost unetog slab	ea
u nepropusnom opsegu [93℄. Ukoliko uneto slab	ee u neproposnom opsegu nije od
znaqaja, dobra fazna karakteristika se moe dobiti projektovaem filtra sa lin-
earnom faznom karakteristikom [86℄. Osim toga, u svim sluqajevima, metoda unetog
slab	ea omoguuje pobo	xae performansi filtara na direktan naqin, na raqun
filtra vixeg stepena.
Obe metode, metoda ima parametara i metoda unetih gubitaka, za projekto-
vae filtara vode do realizaije filtara pomou elemenata sa konentrisanim
parametrima (kondenzatora i kalema). Za mikrotalasne aplikaije ovakav dizajn
filtra obiqno mora biti modifikovan tako da koristi realizaiju pomou el-
emenata sa raspode	enim parametrima koji se sastoje od odseqaka planarnih
vodova. Transformaija Richardsa i Kuroda identiteti [17℄ se koriste za ovu mod-
ifikaiju.
Veina filtara nameenih za rad na mikrotalasnim frekvenijama realizuju
se ili u talasovodnoj ili u ve pomenutim planarnim arhitekturama. MeÆutim,
talasovodi nisu pogodni za primenu u kompaktnim ureÆajima zbog svoje veliqine
pa su planarne arhitekture, kao xto su mikrostrip [39℄, suspended substrate strip
line [7,47℄ i koplanarni talasovod [69℄, su danas osnova za projektovae kompaktnih
filtara.
Qesto korixena i jednostavna tehnika za projektovae mikrotalasnih filtara
koristi kaskadu sekija vodova gde nije potrebno preslikavae kao kod Richardisove
transformaije i stoga frekvenijski odziv nije periodiqan. Kod projektovaa
filtra kaskadom sekija vodova treba osigurati da su elektriqne duine linija
kratke, a ihove duina treba da budu maa od osmine talasne duine. Fil-
tri projektovani korixeem ove tehnike realizuju se kaskadom sekija vodova sa
niskim i visokim impedansama i elektriqno kratkim duinama prenosnih linija.
Kratki transmisioni vod sa niskom impedansom aproksimira paralelni kondenza-
tor, kratki transmisioni vod visoke impedanse aproksimira redni kalem. Poxto
se tipiqni niskopropusni filter sastoji iz naizmeniqne serije rednih kalemova
i paralelnih kondenzatora u obliku lestvie, filtar se moe implementirati
xtampanim elektriqnim kolom koristei naizmeniqno visoke i niske karakter-
istiqne impedanijske segmente prenosnih vodova, gde se visoke i niske impedan-
ije koriste da bi se dobili efekti induktivne i kapaitivne reaktanse iz dis-
tributivne strukture. Impedansa mikrotrakastog voda je obratno proporionalna
xirini linije za fiksnu deb	inu podloge. Da bi se dobili odgovarajue vred-
nosti induktivnosti i kapaiteta mikrotrakastog voda, odnos vrednosti visoke
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impedanse prema vrednosti niske mpedane vodova treba biti xto je mogue vea,
ali ograniqene praktiqnim vrednostima koje se mogu realizovati na xtampanoj
ploqi.
1.1 Predmet istraivaa
Filtri igraju vanu ulogu u radio frekvenijskim RF i mikrotalasnim pri-
menama. Koriste se za razdvajae ili kombinovae razliqitih frekvenijskih
kanala, a sloenost savremenih primena qesto postav	a protivreqne zahteve pri
ihovom projektovau i realizaiji, kao xto su mali gabarit, visok kvalitet i
niska ena. Ovakvi zahtevi trixta podstiqu razvoj kako RF filtara tako i
mikrotalasnih filtara.
Veina filtara koji rade na RF i milimetrskim talasima su iz porodie Cheby-
shev	evih filtara, koja ima prenosnu funkiju sa najveim slab	ee u nepropus-
nom opsegu za odreÆeno maksimalno dozvo	eno slab	ee u propusnom opsegu. Med-
jutim, implementaija Chebyshev	evih filtra zahteva speifiirae faktora
dobrote elemenata filtra koji se tokom proizvode ne mogu meati ili modi-
fikovati. TakoÆe je poznato da je kritiqni faktor kod poqetne implementaije,
bez podexavaa (trimovaa), relativna frekvenijska separaija nula povratnih
gubitaka (RL). Uve nule su rasporeÆene u propusnom opsegu filtra tako da povratni
gubii imaju propisanu vrednost. Lanqani filtri nude efikasno rexee kako u
RF tako i u mikrotalasnom podruqju.
Istraivaa na po	u lanqanih filtara zapoqeta su krajem proxlog i poqetkom
ovog veka i brojni radovi protekle dve deenija bili su posveeni razvoju kako
mikrotalasnih kola koja svojom fiziqkom konfiguraijom doprinose pobo	xau
karakteristika filtra, tako i metoda koje omoguavaju jednostavno i efikasno
projektovae filtara. MeÆutim, lanqani filtri iz porodie Chebyshev	evih
filtara ima niz nedostataka [13℄. Maksimalno slab	ee u propusnom opsegu se
ne moe podexavati izborom karakteristiqne funkije filtra ve se koristi do-
datniti parametar koji odreÆuje slab	ee na granii propusnog opsega (eng. edge
ripple factor). Ovaj nedostatak je otkloen primenom Legendreovih polinoma [80℄.
Predmet istraivaa ove doktorske disertaije je projektovae i realizaija
mikrotalasnih lanqanih filtara propusnika niskih frekvenija i propusnika
opsega frekvenija realizovanih kaskadom sekija vodova. Novi metod aproksi-
maije prenosnih funkija filtara polazi od razvoja novih filtarskih funkija
(modifikovani Jacobijevi lanqani filtar), a zatim realizaija kaskadom sekija




1. Najpre se razmatra modifikaija ortogonalnih Jacobijevih polinoma da bi
se dobile nove lanqane filtarske funkije koje se mogu primeniti kao fil-
tarske finkije. Pored ve publikovanih lanqanih filtarskih funkija,
kao speijalni sluqajevi mogu se navesti i neki prelazni filtri kao xto
su Butterworth-Chebyshev, Butterworth-Legendre, Chebyshev-Chebyshev, itd.
Prema tome modifikovani Jacobijevi polinomi imaju xiru primenu koja nije
ograniqena samo na lanqane filtre.
2. Zatim se vrxi optimizaija povratnih gubitaka i unetog slab	ea prenosne
funkije lanqanog filtra zasnovanog na modifikovanim Jacobijevim poli-
nomima. Optimizaija se moe ostvariti na dva naqina: da konstitutivne
Jacobijeve funkije koje qine lana imaju iste parametre, ili da konstitu-
tivna funkije mogu da imaju razliqite parametre. Sa porastom broja kon-
stitutivnih funkija raste i broj stepena slobode, te je potrebno utvrditi
utiaj parametara pojedinih konstitutivnih funkija na prenosnu funkiju
filtra.
3. Na kraju realizaija i simulaija. Veina filtara nameenih za rad
na radiofrekvnijskim i mikrotalasnim frekvenijama realizuju se ili
u talasovodnoj ili u planarnim arhitekturama. MeÆutim, talasovodi nisu
pogodni za primenu u kompaktnim ureÆajima zbog svoje veliqine pa su pla-
narne arhitekture, kao xto su mikrostrip, suspended substrate stripline i ko-
planarni talasovod, danas osnova za projektovae kompaktnih mikrotalasnih










lektriqni filtri zauzimaju vano mesto u obradi signala. Poznato je da
za odreÆeni stepen filtra sa minimalnom fazom [12℄ uvek postoji kompromis
izmeÆu amplitudske karakteristike i karakteristike grupnog kaxea. Razma-
trajui elokupni frekvenijski opseg, bo	a karakteristika grupnog kaxea
generalno je povezana sa bo	im karakteristikama u vremenskom domenu [67℄. Bo	a
karakteristika u vremenskom domenu odnosi se na maa vremenska kaxea i ili
maih vrednosti premaxea u odzivu filtra na impulsnu ili jediniqnu funkiju.
Aproksimaije koje imaju selektivnu amplitudsku karakteristiku na raqun
nelinearne fazne karakteristike, kao na primer, Butterworthova [10℄, Cheby-
shev	eva [70℄, Bernsteinova [68℄, Legendreova [15, 42, 62, 95℄ i ihovi derivati
kao xto je Kui i Drubinova [40℄ aproksimaija. Inverzni sluqaj se jav	a sa
drugim aproksimaijama koje aproksimiraju linearnu faznu karakteristiku, kao
na primer, Besselova [22℄, Gaussova [18℄, Hermiteova [40℄ i monotona u smislu najma-
ih kvadrata [66℄.
Posebnu klasu qine prelazni filtri i oni najqexe predstav	aju alter-
nativna rexea koja nude kompromis izmeÆu amplitudske karakteristike jedne
klase filtara i karakteristike grupnog kaxea druge klase filtara. Dakle,
prelazni filtri ujediuju svojstava dve klase filtara. Najpoznatiji su prelazni
Butterworth-Chebyshev	evi filtri [9℄ sa amplitudskom karakteristikom koja
skokovito prelazi od Butterworthovog filtra sa maksimalno ravnom amlitudskom
karakteristikom prema Chebyshev	evom filtru sa mini-maks aproksimaijom am-
plituske karakteristike, tako xto broj osilaija (ili stepen zaravea u koordi-
natnom poqetku) varira. Tri stepena slobode su dostupna za prelazne Butterworth-
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Chebyshev	eve filtre: stepen filtra n, maksimalno slab	ee u propusnom opsegu
(ε) i stepen zaravea u koordinatnom poqetku.
Postepeni prelaz iz jedne poznate klase filtara koja aproksimira amplitudu u
drugu poznatu klasu filtara koja aproksimira konstantno gupmo kaxee se pos-
tie korixeem metode koju su predloili Peless i Murakami [59℄. Oni predlau
da je svaki pol prelaznog Butterworth-Thompsonovog filtra interpolaija izmeÆu
pola Butterwothovog filtra i odgovarajueg pola Thompsonovog filtra. Ova in-
terpolaijska metoda moe se primeniti i na druge filtarske aproksimaije. Na
primer prelazni Legendre-Thompsonovi filtri [2℄. Jonson i drugi [37℄ prime-
nili su ovu aproksimaionu metodu na prelazne filtre sa rainalnom prenosnom
finkijom.
Interpolaija polova dve klase filtara ne predstav	a optimalnu apriksi-
mauju za speifiiranu karakteristiku filtra, ve se oslaa na qieniu da
neki filtar sa prelaznom karakteristikom moe da zadovo	i zahteve za odreÆenu
primenu. Drugi pristup predstav	a aproksimaija kod koje je odeÆeni broj stepena
slobode, tj. nezavisnih parametara prenosne funkije, iskorixen za aproksi-
maiju karakteristike slab	ea, dok su ostali iskorixeni za fazu. Takav
pristup vodi ka kompromisu izmeÆu karakteristike slab	ea i karakteristike
grupnog kaxea, pa se pojav	uje problem koliku teinu dati slab	eu, a koliku
grupnom kaxeu. Carlin i Wu [12℄ su za zadano slab	ee u nepropusnom opsegu
i zadanu fazu u propusnom opsegu, pomou Hilbertovih transformaija odredili
oblik elokupne karakteristike slab	ea filtra.
Pojam aproksimaije amplitudske karakteristike filtara ortogonalnim poli-
nomima je u ovoj glavi proxiren i na primenu ortogonalnih Jacobievih polinoma.
Poznato je da se ortogonalni Jacobievi polinomi ne mogu primeniti kao fil-
tarske funkije jer nisu ni qisto parne ni qisto neparne funkije. Jednostavna
modifikaija ortogonalnih Jacobievih polinoma [78℄, kojom se dobija filtarska
funkija pogodna za aproksimaiju amplitudske karakteristike analognih filtra
propusnika niskih frekvenija, predloena je u ovoj glavi. Ako je stepen fil-
tra poznat, oba parametra Jacobievog polinoma mogu se koristiti za kontinualno
podexavae performansi filtra. To qini da je dobijena amplitudska karakter-
istika opxtija od standardnih aproksimaija kao xto su aproksimaije sa Cheby-
shev	evim ili Legendreovim polinomima.
Treba napomenuti da predloena aproksimaija Jacobievim polinomima obuh-
vata mnoge napred pomenute aproksimaije polinomskim filtara kao xto su:
Chebyshev	eva, Legendreova, Gegenbauerova, Butterwothova, itd.
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2.1 Aproksimaija amplitudske karakteristike
filtra
Kvadrat modula prenosne funkij filtra, koja aproksimira amplitudsku karak-
teristiku filtra
1
propusnika niskih frekvenija, uz pretpostavku da su sve nule





gde je ω promen	iva kruna frekvenija, εp parametar kojim se kontrolixe
slab	ee na granii propusnog opsega (engl. passband edge ripple factor), n je ste-
pen filtra, a polinom φn(ω) je karakteristiqna (ili aproksimaiona) funkija
filtra koju treba odabrati tako da se dobije e	ena amplitudska karakteristika
filtra. Karakteristiqna funkija se normalizuje tako da ima jediniqnu vrednost
na graniqnoj frekveniji propusnog opsega filtra ωp, koja se takoÆe normalizuje
na ωp = 1, pa se moe pisati da je φn(1)= 1. Kod svih polinomskih filtara (sa svim
nulama prenosa u beskonaqnosti), pa i kod predloene klase filtara, karakteris-
tiqna funkija je karakteristiqni polinom. Maksimalno dozvo	eno slab	ee u
propusnom opsegu dato sa amax u dB odreÆuje parametar εp primenom sledee for-
mule amax = 10log10(1+ε
2
p).
Kod projektovaa filtara, karakteristiqna frekvenija koja se koristi za
normalizaiju je graniqna frekvenija propusnog opsega, stoga je normalizovana
graniqna frekvenija propusnog opsega jednaka jedinii. Imajui u vidu da je am-
plitudska karakteristika parna funkija frekvenije, potrebno je da karakter-
istiqna funkija φ2n(ω) bude parni polinom ψn(ω
2) = φ2n(ω). Ako je φn(ω) parno ili
neparno, tada je φ2n(ω) uvek parno, kao xto je potrebno. Polinomi φn(ω), koji nisu
parni ni neparni, mogu se upotrebiti za aproksimaiju amplitudske funkije ako
se φn(ω) zameni sa φn(ω2). U takvim sluqajevima je neophodno da karakteristiqna
funkija ne sadri qlanove oblika ω2k+1.
Jacobievi polinomi P(α,β)n (x) imaju n prostih nula u intervalu ortogonalnosti
−1< x< 1 za α, β, ali oni nisu ni parni ni neparni polinomi. Takav tip polinoma
nije pogodan da bude karakteristiqna funkija. MeÆutim, Jacobievi ortogonalni
polinomi mogu se prilagoditi tako da se mogu upotrebiti za aproksimaiju fil-
tarske amplitudske karakteristike, kao xto e biti pokazano u sledeoj sekiji.
1
Za projektovae filtara na raspolagau su dve metode: Metoda ima parametara (engl. image
parameter method) i metoda unetih gubitaka (engl insertion loss method). Prva metoda se sastoji
u kaskadnom povezivau prostih qetvoropla, filtara k i m tipa, a drugi metod se zasniva na




2.2 Ortogonalni Jacobievi polinomi
Klasiqni ortogonalni Jacobievi polinomi stepena n [1℄, poznati i kao hiperge-
ometrijski polinomi, (najqexe se koristi oznaka P(α,β)n (x) za te polinome), su
ortogonalni na konaqnom intervalu (−1,1), s obzirom da se proizvo	an konaqan
interval moe redukovati na ovaj linearnom promenom promen	ivih. Teinska
funkija je w(α,β)(x) = (1− x)α(1+ x)β ako su parametri α ≥ −1 i β ≥ −1 proizvo	ni
realni brojevi. Ovo ograniqee se uzima da bi w(α,β)(x) bila integrabilna u inter-
valu (−1,1).
Za dve funkije se kae da su ortogonalne, ako je ihov skalarni proizvod















δn,m je Kronecker delta simbol
2
, a Γ(·) je dobro poznata gama funkija.  eno osnovno
svojstvo je Γ(n+1)= nΓ(n) = n! za sve prorodne brojeve n.
Svojstvo ortogonalnih polinoma da zadovo	avaju troqlanu rekurentnu relaiju
je najznaqajnija informaija za generisae ortogonalnih polinoma. Za generisae
Jacobievih polinoma koristi se sledea troqlana rekurentna relaija








P(α,β)n+1 (x) = (a
(α,β)













U Dodatku A se nalazi MATLAB
R©
sript za izraqunavae koefiijenata Ja-
cobievih polinoma, koji koristi troqlanu rekurentnu formulu (2.4), memorisan
kao fajl JacobiPoly.m. Priloeni MATLAB
R©
program, kojim se generixu Ja-









1 if n = m,
0 if n , m
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togonalnih polinoma usvsjaem da je α = β, a koji su, kao xto je ve napomenuto,
speijalni sluqajevi Jacobievih polinoma, kao na primer Chebyshev	evi prve vrste
(α = β = −0.5), Legendreovi (α = β = 0) i Gegenbauerovi (α = β) polinomi .
U da	em tekstu e biti korixene neke osobine Jacobievih polinoma kao xto
su:










• Pariti relaija za ortogonalne Jacobieve polinome
P(α,β)n (x) = (−1)nP(β,α)n (x). (2.7)







2.2.1 Modifikovani Jacobievi polinomi
Poznato je da se samo pomereni Jacobievi polinomi mogu upotrebiti kao filtarske
funkije koji su ortogonalni na intervalu (0,1). Jednostavna modifikaija kla-
siqnih Jacobievih polinoma, koja se zasniva na sabirau dva ortogonalna Jacobieva
polinoma istog stepena n sa promeenim redosledom parametara α β, koristei













Moe se jednostavno pokazati da skalarni proizvod (2.2) dva modifikovana Ja-
cobieva polinoma (2.9) nije jednak nuli za n , m, izuzev u sluqajevima kada je
α = β, te oni nisu ortogonalni na intevalu (1,1). Poxto Jacobievi polinomi
P(β,α)n (x) = (−1)nP(α,β)n (−x) nisu ortogonalni u odnosu na teinsku funkiju w(α,β)(x)
na intervalu (−1,1), stoga modifikovani Jacobievi polinomi (2.9) nisu ortogo-
nalni polinomi. MeÆutim, rezultujui modifikovani Jacobiev polinom je stepena
n i on je qisto parna funkija (ima sve koefiijente parnog stepena) ako je n
parno, a qisto neparna funkija (ima sve koefiijente neparnog stepena) ako je n
neparno, promen	ive (x). Prema tome, pogodni su za aproksimaiju niskofrekven-
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ijskih filtara kao karakteristiqna funkija jer mogu ispuniti sve zahteve koji
se postav	aju pred om.































































































Modifikovani Jacobievi polinomi su simetriqni u odnosu na redosled param-
etara α i β, t.j. J
(α,β)
n (x) = J
(β,α)
n (x). Tabela 2.1 sadri modifikovane Jacobieve poli-
nome za α = −0.5 i β = 0.5 od prvog do desetog stepena. Na Slii 2.1 je dat prikaz
prvih pet modifikovanih Jacobievih polinoma sa parametrima α = −0.5, β = 0.5.
Izvrxena je normalizaija tako da je vrednost modifikovanih Jacobievih poli-
noma jednaka jedinii na krajevima intervala konvergenije. Ovi polinomi su
obeleeni sa φn(ω). Na Slii 2.1 se vidi da ovi polinomi imaju sliqan oblik
kao Legendreovi polinomi, koji su veoma pogodni za aproksimaiju filtarskih
funkija. To je zato xto se u ovom sluqaju moe smatrati da modifikovani Ja-
cobievi polinomi predstav	aju proxirenu verziju Legendreovih polinoma, jer se za
α = 0 i β = 0 dobijaju Legendreovi polinomi.






































Sl. 2.1:Normalizovani modifikovani Jacobievi polinomi za n = 0,1, . . . ,5, i parame-
tre α = −0.5 i β = 0.5.
2.3 Polinomska prenosna funkija
Polinomska Jacobieva karakteristiqna funkija (u da	em tekstu karakteris-
tiqna funkija) modifikovanog Jacobievog filtra [76℄ [77℄, kojom se aproksimira
polinomska amplitudska karakteristika filtra (2.1), dobija se na osnovu nor-
malizaije modifikovanog Jacobievog polinoma na jediniqnu vrednost φn(1) = 1.



















Potrebno je napomenuti da je karakteristiqna funkija φn(ω) simetriqna u odnosu
na redosled parametara α i β jer je J
(α,β)
n (ω) = J
(β,α)
n (ω), xto to nije osobina ortogo-
nalnih Jacobievih polinoma.























Sl. 2.2:Grafiqki prikaz modifikovanih Jacobievih polinoma, karakteristiqnih
funkije, za n = 8, parametar α = −0.5 i qetiri razliqite vrednosti parame-
tra β = −0.5,0,0.5,1 i 1.5.
fikovani Jacobievih polinoma. Ove nule su poznate pod imenom nule refleksije
(engl reflection zeros) i potrebno je da budu u propusnom opsegu filtra. Za odred-
jivae nula modifikovanih Jacobievih polinoma mogu se koristiti standardni
matematiqki programi kao xto su MATLAB
R©
i Mathematika. Kao i do sada, korix-
en je MATLAB
R©
softverski paket i rutina roots za odreÆivae korenova polinoma
sa realnim koefiijentima. U opxtem sluqaju, dobija se da je broj realnih nula
modivikovanih Jacobievih polinoma J
(α,β)
n (x) n-tog stepena je jednak ili mai od n u
zatvorenom intervalu [−1,1]. To se i moglo zak	uqiti na osnovu Slike 2.2 na kojoj
su prikazani modifikovani Jacobievi polinomi, karakteristiqne funkije, osmog
reda za α = −0.5 i qetiri razliqite vrednosti za β = −0.5, 0, 0.5 i 1.5. Na primer,
realne nule modifikovanog Jacobievog polinoma osmog reda (n = 8) sa parametrima











Sa porastom parametra β vrednost lokalnih maksimuma u intervalu konvergen-
ije se smaije, smaije se i broj realnih nula, a pojav	uju se kougovano komplek-
sni parovi polova. Polinomi postaju priblino ravni u intervalu konvergenije.
Na Slii 2.3 prikazane su karakteristiqne funkije devetog stepena, zasnovane
na modifikovanim Jacobievim polinomima devetog stepena, za parametar α = −0.5
i qetiri razli qite vrednosti parametra β = −0.5, 0, 0.5 i 1.5. Karakteristiqna
funkija osilira oko nule u opsegu −1<ω < 1, a osilaije su ograniqene sa ±1, i
za α,β > −0.5, φn(0)= 0 za n neparno, dok je φn(0), 0 za n parno, kao xto je prikazano
na Slii 2.2. Za |ω|> 1 karakteristiqna funkija raste (opada) monotono. Ukoliko
je φn(0), 0, moe se pokazati, da se prenosna funkija Hn(s), data jednaqinom (2.1),
ne moe realizovati kao pasivna LC mrea izmeÆu jednakih otpornika.
Jednake vrednosti za parametre α = −0.5 i β = −0.5 daju karakteristiqnu
funkiju Chebyshev	evog filtra. Sa porastom parametra β osilaije opadaju
i ostaju iste izuzev malog odstupaa na krajevima intervala ortogonalnosti. Za
β ≥ 1.5 karakteristiqna funkija postaje priblino monotona [81℄ u okolini koor-
dinatnog poqetka.
Normalizovana frekvencija, ω



















Sl. 2.3:Grafiqki prikaz karakteristiqne funkije modifikovanih Jacobievih
filtra devetog reda za α = −0.5 i ̌hetiri vrednosti za β: −0.5, 0, 0.5 i
1.5. Za α = β = −0.5 dobija se karakteristiqna funkija Chebyshev	evog
filtra.
Za odreÆivae polova prenosne funkije Hn(s), qiji je kvadrat amplitudske
karaktristike dat jednaqinom (2.1), potrebno je najpre funkiju ψn(ω2) = φ2n(ω)
23
2.3.Polinomska prenosna funkija
analitiqki produiti na elu kompleksnu ravan smenom ω = − js (ili ω2 =
s2). Polovi prenosne funkije |H( jω)|2jω=s = Hn(s)Hn(−s) su koreni jednaqine 1+
ε2pφ
2












Usvojeno je εp = 1, odnosno ω3dB = 1. Polovi u desnoj poluravni kompleksne
promen	ive predstav	aju sliku u ogledalu polova u levoj poluravni kompleksne
promen	ive. Selekijom polova si, i = 1,2, . . . ,n koji se nalaze u levoj poluravni
kompleksne s ravni, polovi striktno Hurwitzovog polinoma, dobija se stabilna,














gde je h0 = an+1/
√
1+ε2pφ2n(0) konstanta koja ograniqava da amplituda prenosne
funkije |Hn( jω)| ne bude vea od jedinie, jer se aproksimaija odnosi na pasivnu
mreu, a di = ai/h0. Ukoliko je prenosna funkija neparna, tada je φn(0)= 0, pa je
h0 = an+1. Za parne prenosne funkije, kod kojih je h0 > an+1, ne mogu se realizovati
kao pasivne LC mree izmeÆu jednakih otpornosti.
Primenom Darlingtonove realizaije [16℄ na predloenu modifikovanu Jacobievu
prenosnu funkiju (2.13) dobija se realizaija simetriqne i reiproqne pasivne
lestviqaste LC mree zatvorene na oba kraja jednakim otpornostima za neparne
redove filtra, dok za parne redove to nije sluqaj. Kao simetriqne pasivne LC
mree mogu se realizovati sve prenosne funkije kod kojih je karakteristiqna
funkija ψn(ω2)= φ2n(ω) puni kvadrat. Na primer, to ne vai za kritiqno monotone
filtre kao xto su Papoulisovi Optimalni L-filtri [57℄. U Prilogu B prikazani
su rezultati Darlingtonove realizaije lestviqasta LC mree i tabelarni prikaz
realizovanih lestviqastih LC mrea za redove filtra od tri do deset.
Na Slii 2.4 prikazan je poloaj polova modifikovanih Jacobievih filtra
devetog reda u kompleksnoj s-ravni. Odgovarajui grafiqki prikazi karakteris-
tiqnih funkija prikazani su na Slii 2.3, za α = −0.5 i tri razliqite vrednosti
za β = 0, 0.5 i 1.5. Koefiijenti di, i = 1,2, . . . ,9 u imenite	u prenosnih funkija
modifilovanih Jacobievih filtara devetog stepena, u skladu sa jednaqinom (2.13),
dati su Tabeli 2.2 za svaku prenosnu funkiju.
Radi poreÆea, na Slii 2.4 su prikazani i polovi Butterworthovog filtra
devetog reda, koji, kao xto je poznato lee na jediniqnom krugu. Oblast u kojoj lee
polovi modifikovanih Jacobievih filtara je ograniqena Butterworthovim krugom i
Chebyshev	evom elipsom. Slika 2.4 pokazuje da se sa porastom vrednosti parametra
β polovi prenosne funkije pomeraju ulevo ka Butterworthovom krugu, pa za veliku
vrednost parametra β (na primer β = 10), polovi e leati na jediniqnom krugu,
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2.3.Polinomska prenosna funkija
Tab. 2.2:Koefiijenti u imenite	u prenosne funkije modifikovanih Jacobievih
filtara devetog reda za α = 0.5 i tri razliqite vrednosti parametra β = 0
0.5 i 1.5.
D(s) = d1s9+d2s8+ · · ·+d9s+d10
di
α = −0.5
β = 0 β = 0.5 β = 1.5
d1 114.0729 51.2 14.5194
d2 123.6453 88.10417 41.77595
d3 312.3413 178.2041 83.02529
d4 251.1374 193.705 113.482
d5 283.2843 192.8005 118.269
d6 158.9528 133.0264 93.88951
d7 94.98896 74.68058 56.42728
d8 32.03681 29.21164 24.55523
d9 8.623849 7.70865 7.008029
d10 1.0 1.0 1.0
ali se nee poklopiti sa polovima Butterwothovog filtra, jer dva pola najblia
realnoj osi postaju realna, xto znatno pogorxava karakteristike filtra. Da bi




















Sl. 2.4:Poloaj polova modifikovanih Jacobievih filtara devetog stepena, za α =
−0.5 i β = 0,0.5 i 1.5, i Butterworthovog filtra.
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2.3.Polinomska prenosna funkija
Sa poveaem parametra β smauje se kritiqni faktor dobrote pola modifiko-
vanog Jacobievog filtra3. Za navedene partikularne sluqajeve kritiqni faktori
dobrote polova iznose: Q(−0.5,0)c = 16.3225060, Q
(−0.5,0.5)




2.3.1 Karakteristike usta	enog staa
Frekvenijske karakteristike za napred pomenuta tri modifikovana Jacobieva
filtra devetog reda za α = −0.5 i tri razliqite vrednoste parametra β = 0, 0.5
i 1.5 prikazani su na Slii 2.5 u polulogaritamskoj skali. Frekvenijski odziv
amplitudske karakteristike u propusnog opsegu nartan je u deset puta uveanoj
razmeri. Za α = −0.5 i β ≥ 1.5 za karakteristiku slab	ea u propusnom opsegu se
moe tvrditi da je priblino monotona ili priblino maksimalno ravna. Naime,
karakteristika slab	ea poseduje nejednake osilaije u propusnom opsegu sa vrlo
malom amplitudom. Maksimalna osilaija za α = −0.5 i β = 1.5 iznosi 0.0248 dB
na normalizovanoj frekveniji 0.8405 rad/s, xto qini da je promena znaka prvog
izvoda vrlo mala [81℄. Smatra se da je amplitudska karakteristika u propusnom
opsegu priblino monotona ako su osilaije u propisnom opsegu mae od 0.03 dB.
Sa poveaem parametra β smauje se i izobliqee grupnog kaxea koji nas-
tupa na ivii propusnog opsega. Kako za sve poznate filtre tako i za modifikovane
Jacobieve filtre vai da prelazne karakteristike (transient response) i karakter-
istike u usta	enom stau (engl.steady state response lee izmeÆu Butterworthovih
i Chebyshev	evih filtara. Potrebno je odrediti gde se u navedenom opsegu nalaze
karakteristike modifikovanih Jacobievih filtara.
Grafiqko poreÆee karakteristika filtara nije objektivno. Jedan od naqina za
poreÆee frekvenijskih odziva dva filtra koji su realizovani na osnovu istih
frekvenijskih speifikaija je nagib amplitudske karakteristike na granii
propusnog opsega cutoff slope. Prema definiiji, nagib se definixe kao izvod
amplitudske karakteristike na normalizovanoj graniqnoj frekveniji propusnog















































































































Sl. 2.5:Frekvenijske karakteristike modifikovanih Jacobievih filtra devetog
reda za α = −0.5 i β = 0,0.5 i 1.5, i Butterworthovog filtra.





































nagib karakteristiqne funkije na granii propusnog opsega, koga emo nazvati
faktor nagiba S F(α,β) slope factor. Za izraqunavae prvog izvoda Jacobievog ortog-
onalnog polinoma P(α,β)n (ω) korixena je relaija (2.8). Vano je napomenuti da je
nagib slab	ea na granii propusnog opsega dat u zatvornom obliku. Faktori nag-
iba za amplitudske karakteristike prikazane na Slii 2.5 su: S F(−0.5,0.0) = 98.8767,
S F(−0.5,0.5) = 66.000 i S F(−0.5,1.5) = 98.8767. Za α = β = −0.5 moe se verifikovati
rezultat Budaka i Aronhimea [9℄ koji su dobili za Chebyshev	evu aprokimaiju -
mc = −2−3/2n2. Za α = β = −0.5, i poxto je Γ(0.5)/Γ(1.5)= 2, izraz (2.15) daje faktor
nagiba S F(−0.5,−0.5) = n2.
Na Slii 2.6 prikazana je 3D grafika promene Faktora nagiba za filtar de-
vetog reda u funkiji parametara modifikovanog Jacobievog polinoma.
Priblino monotoni modifikovani Jacobievi filtri mogu se uspexno pri-
























Sl. 2.6:Faktor nagiba modifikovanih Jacobievih filtara devetog reda.
karakteristika filtara koji rade na mikrotalasnim frekvenijama su povratni
gubii (engl. return loss). Reflekioni koefiijent se definixe preko karakter-











gde je Pr snaga reflektovanog talasa, a Pi snaga inidentnog talasa na ulaznom
kraju giltra.
Povratni gubii na ulazu filtra, RL = 20log20(|Γ(ω)|), u dB, zavise pre svega
od podexenosti impedansi na ulazu i izlazu filtra, i oni se najqexe koriste za
podexavae (trimovae) karakteristike filtra u propusnom opsegu. Mala vred-
nost povratnih gubitakaa garantuje i malu vrednost unetog slab	ea. Neka je
optereee usklaÆeno sa impedansom generatora (Γ(ω) = 0) tada povratni gubii
tee ka −∞ dB - nema reflektovane snage. MeÆutim, ako je totalna refleksija
(|Γ(ω)| = 1) povratno slab	ee iznosi 0 dB, sva snaga se reflektule nazad u gener-
ator. Kod pasivnih mrea povratni gubii ne mogu da imaju pozitivnu vrednost,
odnosni Pr ≤ Pi. Na Slii 2.7 prikazane su frekvenijske karakteristike povrat-
nih gubitaka (RL) modifikovanog Jacobievog filtra za α = −0.5 i tri razliqite
vrednosti parametra β = 0, 0.5 i 1.5.
Sa poveaem parametra β smauju se povratni gubii, a samim tim smauje se



























Sl. 2.7:Povratni gubii modifikovanih Jacobievih filtra devetog reda, za param-
etar α = −0.5 i tri razliqite vrednosti parametra β: 0, 0.5 i 1.5.
se meaju sa promenom parametra β. Nula najblia propusnom opsegu se koristi za
trimovae propusnog opsega mikrotalasnog filtra. To je jedan od razloga xto se
Chebyshev	evi i Legendreovi filtri qesto se koriste za realizaiju mikrotalas-
nih filtara [14℄ [43℄ [80℄.
Za optimizaiju unetog slab	ea kod Chebyshev	evih filtara koristi se
parametar εp ≤ 1 kojim se kontrolixe maksimalna vrednost slab	ea u propusnom
opsegu. Osilaije unetog slab	ea u propusnom opsegu Chebyshev	evog filtra
od 3 dB, kada ja εp = 1, nisu prihvat	ive za praktiqnu primenu, te je u tom sluqaju
obavezno koristiti parametar εp < 1 za smaivae unetog slab	ea. Na premier, da
bi se sa Chebyshev	evim filtrom dobili povratni gubii od RL ≤ −25 dB, potrebo
je usvojiti εp = 0.056323257924788. Uneto slab	ee na granii propusnog opsega se
samije za vrednosti od amax = 3 dB na vrednost od amax = 0.013755357992173dB.
Polovi prenosnih funkije Jacobievih filtara od treeg do desetog reda sa
priblino monotonom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu (α=−0.5
β = 1.5) dati su u Tabeli 2.3.
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2.3.Polinomska prenosna funkija
Tab. 2.3:Poloaj polova modifikovanih Jacobievih filtara (α = −0.5 β = 1.5) sa


























































2.3.2 Karakteristike prelaznog staa
Izbor izmeÆu razliqitih tipova aproksimaije modifikovanim Jacobievim
filtrima zavisie od egove primene. Zahtev za prelazno stae takoÆe moe biti
vaan faktor pri izboru tip filtara za sluqajeve gde spektar signala i propusni
opseg filtera imaju sliqnu xirinu.
Vremenski odziv sistema na jediniqnu odskoqnu funkiju ili impulsnu
funkiju odreÆuje se transformaijom prenosne funkije filtra iz komplek-
snog domena u vremenski domen, primeujui inverznu Laplaceovu transformaiju
h(t) = L−1{H(s)/s}, ili δ(t) = L−1{H(s)}, respektivno, gde je H(s) prenosna funkija
sistema, a 1/s je Laplaceova transformaija odskoqne funkije. MeÆutim, vre-
menski odziv sistema na jediniqnu odskoqnu funkiju ili impulsnu funkiku
u MATLAB
R©
okrueu dobija se jednostavno naredbom: step(H) ili impilse(H),
respektivno. Treba imati u vidu da je prenosna funkija definisana za nulte
poqetne uslove i da se dobija odziv sistema u kome, do trenutka delovaa pobudnog
signala na ulaz filtra, nije bilo akumulirane energije u elementima sistema.
Odzivi na jediniqnu odskoqnu funkiju i impulsnu funkiju filtara devetog
reda mogu se videti na Slikama 2.8 i 2.9, respektivno. Moe se uoqiti da se






















Sl. 2.8:Odzivi modifikovanih Jacobievih filtara na jediniqnu odskoqnu (Hevisaj-
dovu) funkiju za α = −0.5 i tri razliqite vrednosti za β.
2.3.3 PoreÆee sa drugim sistemima
U ovoj sekiji emo uporediti qetiri klase filtara sa kritiqno monotonom ampli-
tudskom karakteristikom filtara i predloenu klasu filtara (α = −0.5 i β = 1.5)
sa priblino monotonom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu. Fil-
tri sa kritiqno monotonom karakteristikom su:
1. Butterworthov filtar sa maksimalno ravnom [10℄ amplitudskom karakteris-
tikom u koordinatnom poqetku. Standardni filtar sa kojim filtri propus-
nii niskih frekvnija porede svoje karakteristike u usta	enom stau.
2. Optimalni L-filtar [57℄ [58℄ [28℄ poznat i kao Papoulis-Legendre filtar
sa maksimalnim nagibom amplitudske karakteristike na granii propusnog
opsega.
3. Halpernov filtar [28℄ sa maksimalnim asimptotskim slab	eem, koje je vrlo
sliqno sa asimptokim slab	eem L-filtra. Kod navedene aproksimaije
Halpern je uveao vodei koefiijent karakteristiqnog polinoma do krajih
grania.
4. LSM (engl. Least Square Monotonic) filtar [66℄ sa minimalnim povratnim gu-


























Sl. 2.9:Odzivi modifikovanih Jacobievih filtara na impulsnu (Dirakovu)
funkiju za α = −0.5 i tri razliqite vrednosti za β.
Svi pomenuti filtri imaju sve nule prenosa u beskonaqnosti (polinomski filtri)
i monotonu amplitudsku karakteristiku u nepropusnom opsegu. Za optimizaiju
karakteristika koristi se stepen filtra i maksimalno slab	ee u propusnom
opsegu, parametar εp.
Na Slii 2.10 prikazane su karakteristike u usta	enom stau filtara sa
monotonom i priblino monotonom karakteristikom u propusnom opsegu, α = −0.5
i β = 1,5.
Nagib amplitudske karakteristike na granii propusnog opsega Halpernovog
filtra isti je kao kod Butterworthovog filtra, S F = 2 n, za n-ti stepen fil-
tra, dok je asimptotski nagib sliqan sa asimptotskim nagibom Optimalnog L-
filtra. Slab	ee Optimalnog L-filtra u propusnom opsegu je mnogo mae nego
kod Halpernovog filtra, pa se moe zak	uqiti da je Halpernov filtar samo od
akademskog interesa kao xto su to zak	uqili uri i Petkovi [19℄. To je razlog
xto Halpernov filtar neemo koristiti u da	im poreÆeima.
Modifikovani Jacobiev filtar i LSM filtar imaju priblino iste karakter-
istike u usta	enom stau, koje su znatno bo	e od karakteristike Optimalnog L-
filtra u propusnom opsegu, a nexto loxije u nepropusnom opsegu. S druge strane,
vrh grupnog kaxea na ivii propusnog opsega Optimalnog L-filtra je nexto









































































Sl. 2.10:Karakteristike u usta	enom stau filtara sa monotonom amplitudskom
karakteristikom u propusnom opsegu i modifikovanog Jaoobijevog filtra
sa α = −0.5 i β = 1.5.
poveanog nagiba amplitudske karakteristike Optimalnog L-filtra u prelaznoj
zoni.
Na Slii 2.11 uporeÆeni su povratni gubii Optimalnog L-filtra, LSM Fil-
tra i Butterworthovog filtra sa priblino monotonim modifikovanim Jacobievim
filtrom.
Najpre se moe uoqiti da monotonu karakteristiku u propusnom opsegu But-
terworthovog filtra prate i monotoni povratni gubii, xto nije poe	no za re-
alizaiju mikrotalasnih filtara, jer grania propusnog opsega nije jasno defin-
isana. To isto vai i za Optimalni L-fitar i LSM filtar kod kojih je povratno
slab	ee znatno vee od povratnog slab	ea Butterworthovog filtra. MeÆutim,
povratno slab	ee kod predloene klase filtra je znatno vee u odnosu na sve
ostale monotone filtre, a pored toga postoje i qetiri frekvenije na kojima je
povratno slab	ee jednako nuli, odnosno, maksimalna snaga se predaje potroxaqu
u. U klasiqnim radovima [52℄ i [53℄ H. J. Orchard je pokazao da je oset	ivost ampli-
tudske karakteristike u propusnom opsegu filtra u odnosu na promene elemenata
filtra, realizovanog kao pasivna LC mrea, ima minimalnu vrednost ukoliko
je filtar projektovan tako da na odreÆenom broju frekvenija postoji maksimalan


























Sl. 2.11:Povratni gubii klasiqnih filtara sa monotonom amplitudskom karak-
teristikom i modigikovanog Jacobievog filtra sa priblino monotonom
karakteristikom slab	ea u propusnom opsegu.
tome, moe se zak	u̌iti da oset	ivost predloenog filtra u propusnom opsegu je
znatno maa u odnosu na sve ostale monotone filtre.
Karakteristike Butterworthovog, Halpernovog, Optimalnog L-filtra i LSM
filtra su deta	no uporeÆene u nedavno publikovanom radu [87℄. Stoga, karakter-
istike priblino monotonog modifikovanog Jacobijevog filtra (α = −0.5 i β = 1.5)
bie deta	no uporeÆene samo sa karakteristikama LSM filtra. Propusni opseg
je normalizovan na jediniu, ω3dB = 1, za oba filtra. Pretpostav	a se da su
oba filtra realizovana kao lestviqaste LC mree bez gubitaka. U Tabeli 2.4
saete su performanse za oba filtra: povrxina ispod karakteristiqne funkije
u propusnom opsegu (Area), faktor nagiba (SF), faktor dobrote kritiqnog pola
(Qmax), odnos maksimalne i minimalne normalizovane vrednosti elementa filtra




Povrxina ispod karakteristiqne funkije u propusnom opsegu modifikovanog
4
Odnos maksimalne i minimalne vrednosti elemenata i zbir svih elemenata filtra se uobiqa-
jeno koristi za poreÆee LC lestviqastih mrea. Kod projektovanaja mikrotalasnih filtara
implementiranih u talasovodnoj tehenii, duina i xirina linija rastu sa porastom vrednosti
elementa, zato je potrebno da odnos gmax/gmin i zbir
∑n































Tab. 2.4:PoreÆee karakteristika predloenog priblino monotonog filtra i LSM filtra
n
Area SF Qmax gmax/gmin
∑n
i=1 gi RL
NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM NM LSM
3 0.1174 0.121 7.0909 7.2880 1.1401 1.1816 1.5388 1.6247 4.1852 4.2698 1 1
4 0.0795 0.086 10.7294 10.6700 1.6897 1.7070 1.8708 2.1085 5.6590 5.6891 1.0238 1
5 0.0570 0.061 15.1507 15.3400 2.3720 2.4439 2.1350 2.4671 7.2341 7.3299 1 1
6 0.0428 0.047 20.3636 20.1000 3.1853 3.1992 2.3396 2.6480 8.8689 8.9199 1.0087 1
7 0.0332 0.037 26.3721 26.1600 4.1282 4.1640 2.5106 2.9582 10.55 7 10.6517 1 1
8 0.0265 0.030 33.1779 32.2900 5.1998 5.1450 2.6861 3.0957 12.2695 12.3300 1.0041 1
9 0.0217 0.025 40.7821 39.7400 6.3996 6.3225 2.8295 3.2868 14.0161 14.1160 1 1
10 0.0180 0.021 49.1852 47.2400 7.7271 7.5518 2.9601 3.437315.7856 15.8495 1.0022 1




Jacobievog filtra je maa od povrxine ispod karakteristiqne funkije LSM fil-
tra, iako je LSM filtar aproksimiran pod uslovom minimalne povrxine ispod
karakteristiqne funkije. Na primer, ovo vai za deveti stepen Jacobievog fil-
tra sa parametrima α= −0.5 i 0.3928< β < 1.981. Kada stepen filtra raste, razlika
povrxina takoÆe raste, pa je priblino monotoni filtar bo	e rexee od LSM
filtra. Za n = 10, povrxina ispod karakteristiqne funkije modifikovanog Ja-
cobievog filtra je za 16.7% maa od odgovarajue povrxine LSM filtra, a samim
tim modifikovan Jacobiev filtar karakterixu mai povratni gubii.
Da	im uvidom u Tabelu 2.4, moe se zak	uqiti da su i ostale karakteris-
tike modifikovanog Jacobievog filtra bo	e od karakteristika LSM filtra osim
u sluqaju faktora dobrote kritiqnog pola, koje su malo bo	e ili priblino iste.
Ovo se i moglo predvideti jer su im frekvenijski odzivi priblino isti kao xto
je prikazano na Slii 2.8.
Vana prednost u odnosu na LSM filtar je zatvoreni oblik karakteristiqne
funkije, u matematiqkom smislu, koji sadri dva stepena slobode za podexavae
karakteristika filtra, parametri α i β. Navedenim parametrima mogu se pode-
xavati talasavost u propusnom opsegu filtra, xto utiqe na povratne gubitke,
selektivnost i karakteristiku grupnog kaxea.
Kao jedan od nedostataka modifikovanog Jacobievih filtara moe se navesti
qienia da se parni redovi filtra ne mogu realizovati kao pasivne LC mree
sa dva pristupa zatvorene jednakim otpornostima sa oba kraja. Sa porastom reda
filtra razlika izmeÆu otpornosti generatora i otpornosti potroxaqa se smauje.
MeÆutim, od pomenutih monotonih filtara samo Jacobievi filtri se mogu reali-
zovati kao simetriqne/reiproqne mree jer im je karakteristiqna funkija puni
kvadrat, xto nije sluqaj sa ostalim monotonim filtrima. Ovo je vana osobina
jer simetriqne mree imaju smaenu oset	ivost na toleranije elemenata [91, str.
83℄.
2.4 Raionalna prenosna funkija
Za aproksimaiju raionalne prenosne funkije koristi se raionalna karakter-
istiqna funkija. Raionalna karakteristiqna funkija sa prostim polovima
5




5Mozhe se koristiti racionalna karakteristichna funkcija
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2.4.Raionalna prenosna funkija
za aproksimaiju raionalne prenosne funkije u kojoj imamo samo jednu nepoznatu
ω0 da bi se postiglo e	eno minimalno slab	ee u nepropusnom opsegu. MeÆutim,
karakteristiqna funkija sa prostim polovima daje bo	e rezultate., koja se ko-
risti u jednaqini (2.1) umesto polinomske karakteristiqne funkije φn(ω), da bi







gde je X0 = [ω01,ω02, . . . ,ω0m] vektor koji sadri polove ω0i karakteristiqne





a n > 2m je stepen prenosne funkije filtra. Moe se lako proveriti da je
Φn(1,X0) = (−1)m, ako se ima u vidu da je φn(1)= 1.
Dakle, karakteristiqna funkija Φm(ω)|ω=− js ima nule na jω osi, u ravni kom-
pleksne frekvenije, u propusnom opsegu filtra, dok su polovi na jω osi u nepro-
pusnom opsegu. Nule karaktristiqne funkije su nule refleksuje tako da za sig-
nale na tim frekvenijama imamo maksimalan prenos snake do potroxaqa. Polovi
karakteristiqne funkije su nule prenosa, a signali na tim frekvenijama se i
potpunosti potiskuju.
Polove karakteristiqne funkije X0 treba podesiti tako da slab	ee u ne-
propusnom opsegu bude u Chebyshev	evom smislu, tj. da minimalno slab	ee na
ekstremalnim frekvenijama u nepropusnom opsegu Xm = [ωm1,ωm2, . . . ,ωmm] iznosi
amin [dB℄. Nepoznati vektor X0 moe se izraqunati rexavaem sistema od m nelin-
earnih jednaqina Newton-Kantorovichevim iterativnim postupkom bez memorije [5℄
ukoliko su poqetna rexea X0(0) dovo	no blizu konaqnom rexeu.
Prvi korak se sastoji u odreÆivau poqetnih rexea za raionalnu karakteris-
tiqnu funkiju X(0)0 = [ω01,ω02, . . . ,ω0m]
(0)
koja su dovo	no blizu konaqnim rexeima




01 . Nule eliptiqkog filtra m-tog reda
mogu se uzeti za poqetno rexee jer su dovo	no blizu konaqnom rexeu.
Drugi korak je odreÆivae poqetnih rexea za m frekvenija X(0)m =
[ωm1,ωm2, . . . ,ωmm](0) u nepropusnom opsegu na kojima nastupaju ekstremne vrednosti
slab	ea. Te frekvenije su nule prvog izvoda karakteristiqne funkije
∂Φn(ωmi,X0)
∂ω
= 0, i = 1,2, . . . ,m. (2.18)
Trei korak je izraqunavae novih vrednosti za nule karakteristiqne funkije
rexavaem sistema od m nelinearnih jednaqina Newton-Kantorovichevim postupkom
Fi(X0) = Φn(ωmi,X0)− (−1)iAi = 0, i = 1,2, . . . ,m (2.19)
gde su Ai ekstremne vrednosti karakteristiqne funkije u nepropusnom opsegu koje
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se jav	aju na frekvenijama ωmi, kao xto je prikazano na Slii 2.12. Za slab	ee
u nepropusnom opsegu u Chebyshev	evom smislu je A1 = A2 = . . . = Am = As, gde je
As =
√











































Sl. 2.12:Raionalna karakteristiqna funkija zasnovana na modifikovanin Ja-
cobievim polinomima sedmog reda sa tri pola na realnim frekvenijama.
Veza izmeÆu trenutne vrednosti nepoznatog vektora X0, X
(i)
0 , i nove vrednosti
vektora X0 dobijene nakon jedne iteraije, X
(i+1)











gde je F(X0) vektor dimenzija m×1 sa komponentama Fi(X0) (i = 1,2, . . . ,m) kao xto je
prikazano u jednaqini (2.19) za slab	ee u nepropusnom opsegu u Chebyshev	evom
smislu, i J−1F (X0) predstav	a inverznu matriu m×m Jacobi matrie F(X0). Poxto
je vektor Xm takoÆe nepoznat, nakon izraqunavaa svake nove vrednosti vektora X0
treba izvrxiti i korekiju vektora Xm, koristei jednaqinu (2.18) koja se koris-
tila za izraqunavae poqetne vrednost za Xm.
Kao zaustavni kriterijum koristi se Frobenijusova ili Euklidova vektorska





i (X0) < ε, gde je ε proizvo	no mali broj. U programskom
paketu MATLAB
R©
poziva se jednostavno sa naredbom norm.
U i	u odreÆivaa prenosne funkije Hn(s) na osnovu poznatog kvadrata am-
plitudske karakteristike |Hn(ω)|2, poqiemo sa analitiqkim produeem φ2n(ω),












Bez gubitka opxtosti moemo pretpostaviti da je εp = 1. Izborom polova u
levoj poluravni kompleksne frekvenije, si, dobijaju se polovi, stabilne, linearne







n−i+1 , a1 = 1 (2.22)








0i samo referentni nivo, tj. nivo koji
ograniqava da amplituda prenosne funkija |Hn(0)| ne bude vea od jedinie.

























Jednaqina 2.23 ima dva dela. Prvi deo je nagib karakteristike slab	ea na
granii propusnog opsega modifikovanog Jacobievog filtra sa svim nulama prenosa
u beskonaqnosti, jednaqina (2.15). Drugi deo pokazuje kako konaqne nule prenosa
poveavaju nagib amplitudske karakteristike na ivii propusnog opsega.
Od praktiqnog interesa je da karakteristika slab	ea u propusnom opsegu
predloene klase filtra sa konaqnim nulama prenosa ima priblino monotoni
karakter, koji se moe speifiirati minimalnom i maksimalnom vrednoxu
slab	ea u propusnom opsegu. Predloeno je da ta grania bude od nule do 0.05 dB.
Na primer, modifikovan Jacobiev filtar za n = 5, α = −0.5, β = 0.75 i m = 2 maksi-
malno slab	ee u propusnom opsegu iznosi amax = 0.0432789dB na normalizovanoj
frekveniji 0.7139761, dok je nulta vrednost slab	ea na normalizovanoj frekven-
iji 0.8357625. Od poznatih filtara sa konaqnim nulama prenosa samo Inverzni
Chebyshev	ev filtar ima maksimalno ravnu amplitudsku karakteristiku u pro-
pusnom opsegu.
Primenom predloene tehnike aproksimaije moe se dobiti veliki broj razli-
qitih klasa filtara, ali u disertaiji bie posveena paa samo klasi filtara
sa priblino maksimalno ravnom amplitudskom (AMF) karakteristikom u propus-
nom opegu. Primenom opisane proedure odreÆene su prenosne funkije sa prib-
lino maksimalno ravnom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu za
n = 5,6,7 i 8 i date su u Tabeli 2.5. Priblino maksimalno ravna amplitudska
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karakteristika se postie usvajaem vrednosti parametara α = −0.5 i β = 0.75
i minimalnim slab	eem u nepropusnom opsegu od amin = 40 dB. Promena mini-
malnog slab	ea u nepropusnom opsegu povlaqi za sobom i promenu parametra β
da bi se postiglo da karakteristika slab	ea bude priblino maksimalno ravna.
Pored polova i nula, Tabela 2.5 sadri referentni nivo h0 i graniu nepropusnog
opsega ωs.
Tab. 2.5: Polozaj polova i nula, referentni nivoh0 i ivica nepropusnog opsegωs klase filtara
sa priblizhno maksimalno ravnom (AMF) amplitudskom karakteristikom:α = −0.5,
β = 0.75, i Rs = 40dB.
n Polozaj polova Polozaj nula h0 ωs
5 −0.7867560 0.0612759 1.3717804
−0.4916962± j0.7264817 ± j1.4274814
−0.1289561± j0.9769936 ± j2.1700163
6 −0.7351847± j0.3848155 0.1263212 1.2400738
−0.3635299± j0.8494604 ± j1.2735859
−0.0902172± j0.9871114 ± j1.6788095
7 −0.9707736 0.0659537 1.1485312
−0.6517634± j0.7124820 ± j1.1672226
−0.2616439± j0.9385858 ± j1.3641911
−0.0622904± j0.9943376 ± j2.2585344
8 −0.9263043± j0.3963592 0.1559630 1.1072921
−0.5066291± j0.8534024 ± j1.1203195
−0.1961991± j0.9674855 ± j1.2527802
−0.0467816± j0.9967405 ± j1.7770579
2.4.1 PoreÆee sa Chebyshev	evim filtrom tipa dva
Kao xto je poznato, Butterworthovi filtri koriste za poreÆee karakteristika
filtara sa svim nulama prenosa u beskonaqnosti, dok se Chebyshev	ev filtar tipa
dva ili krae Chebyshev	ev II filtar, u literaturi se jox nalazi pod nazivom in-
verzni Chebyshev	evi filtar, koristi za poreÆee filtara sa konaqnim nulama
prenosa, koga, kao i Butterworthov filtar, karakterixe maksimalno ravna ampli-
tudska karakteristika u koordinatnom poqetku, dok je u nepropusnom opsegu Cheby-
shev	evo slab	ee. Prirodna normalizaija prototipskog Chebyshev	evog fil-
tra tipa dva, u da	em tekstu Chebyshev	ev II filtar, je da graniqna frekvenija
nepropusnog opsega ima vrednost jedan, odnosno ωs = 1. Kvadrat modula prenosne









Da bi poreÆee bilo korektno potrebno je da filtri propusnii niskih
frekvenija koji se porede imaju istu xirinu propusnog opsega ω3dB = 1. Neka je ωc
graniqna fekvenija propusnog opsega na kojoj kvadrat modula prenosne funkije
Chebyshev	evog II filtra opadne na vrednost 1/(1+ε2p), odnosno raionalna karak-
teristiqna funkija Chebyshev	evog II filtra Φn(ωc) = 1/εsTn(1/ωc) ima jediniňu












gde je Tn(ω) = cos(narccosω) Chebyshev	ev polinom prve vrste n-tog stepena, εs =
1/
√
100.1amin −1 je faktor kojim se kontrolixe minimalno slab	ee u nepropusnom
opsegu (stopband edge ripple factor), amin u dB. Kao xto je napred usvojeno, moemo
zameniti εp sa jediniom da bi dobili slab	ee od 3 dB na granii propusnog
opsega Chebyshev	evog II filtra, ω3dB = 1. Zamenom εp = 1 u jednaqinu (2.25) moe




) = 1 (2.26)












Sada se frekvenijska karakteristika Chebyshev	evog II filtra moe renor-
malizovati tako da je ω3dB = 1, xto se posie definisaem nova frekvenijske
promen	ive ω′ = ω ωc. Zamenom n = 7 i εs(40dB)= 0.010000500037503u jednaqinu
(2.26) dobija se ωc = 1.300381290412607.
Nagib amplitudske karakteristike Chebyshev	evog II filtra na ω3dB = ωc
granii propusnog opsega je



















jer je Φn(ωc) = 1/[εsTn(1/ωc)] = 1 raionalan karakteristiqna funkija inverznog
Chebyshev	evog filtra. Nagib amplitudske karakteristike Chebyshev	evog II
filtra na graniqnoj frekveniji propusnog opsega ω3dB = ωc u zatvorenom obliku



















































jer iz jednaqine (2.27) sledi da je n arccosh(1/ωc) = arccosh(1/εs). Za izvoÆee jedna-
qine (2.30) moe se koristiti simboliqka anlaiza. Nagib amplitudske karakteris-





, xto za εp = 1 iznosi 2−3/2.
Faktor nagiba karakteristiqne funkije Chebyshev	evog II filtra petog reda
sa minimalnim slab	eem u nepropusnom opsegu amin = 40 dB iznosi S F
(IC)
5 =
10.2853346, xto je skoro xest puta mae od nagiba karakteristiqne funkije mod-
ifikovanog Jacobievog filtra istog reda i sa istim slab	eem u nepropusnom
opsegu, ali sa priblino maksimalno ravnom amplitudskom karakteristikom u
propusnom opsegu, koji iznosi S F(AMF)5 = 61.0941582.
Amplitudske karakteristike i karakteristike grupnog kaxea filtra sa pri-
blino maksimalno ravnom amplitudskom karakteristikom u propusnom opsegu i
Chebyshev	evog II filtra prikazane su na Slii 2.13. Moe se uoqiti da pred-
loeni filtar ima znatno bo	u karakteristiku slab	ea kako u propusnom tako
i u nepropusnom opsegu. Slab	ee novog filtra za m = 2 u propusnom opsegu je
uvek mae od slab	ea Chebyshev	evog filtra. S druge strane karakteristika
grupnog kaxea Chebyshev	evog II filtra je nexto bo	a.
Amplitudsku karakteristiku AMF filtra karakterixe ripple u propusnom
opsegu, u blizini graniqne frekvenije, koji se moe kontrolisati parametrima
modifikovanog Jacobievog polinoma, a sa ime i grania nepropusnog opsega tako
da prelaznu zonu moe qiniti uom od prelazne zone Chebyshev	evog II filtra.
Grania propusnog opsega AMF filtra petog reda sa m = 2, α = −0.5 i β = 0.75, je
ω
(AMF)
s = 1.3717804, koja je nia od graniqne frekvenije Chebyshev	evog II fil-
tra istog stepena koja iznosi ω
(CI)
s = 1.6159670. Za α= β→∞ modifikovan -Jacobiev
polinom postaje Butterworthov polinom, xto se moe postii konaqnim vrednos-
tima parametara α = β > 25, a AMF filtar se transformixe u Chebyshev	ev II







































































Sl. 2.13:PoreÆee karakteristika u usta	enom stau priblino monotonog
Pseuodo-Jacobievog filtra (α= −0.5 i β = 0.75) sa tri konaqne nule prenosa
i prenosne funkije Chebyshev	evog II filtra.
2.5 Zak	uqak
Prikazana je nova klasa filtarskih funkija koja se moe primeniti za real-
izaiju hibridne banke filtara. Aproksimaija je zasnovana na ortogonalnim
Jacobievim polinomima, koji se u izvornom obliku ne mogu primeniti kao fil-
tarske funkije. Jednostavnom modifikaijom, koja koristi pariti relaiju za
ortogonalne Jacobieve polinome, dobijena je filtarska funkija pogodna za real-
izaiju svih vrsta filtara. Pored dva stepena slobode, stepen filtra i maksi-
malno slab	ee u propusnom opsegu koji se standardno koriste za optimizaiju
karakteristika filtra, predloena aproksimaija ima jox dva stepena slobode,
a to su dva parametra modifikovanih Jacobievih polinoma. Nova klasa filtra je
nazvana modifikovani Jacobievi filtri.
Karakteristike nove klase filtara mogu se sumirati u sledeem:
1. Standardni ortogonalni polinomi, Chebyshev	evi, Legendreovi, Gegen-
bauerovi i Butterworthovi polinomi, koji se koriste za aproksimaiju fil-
tarskih funkija su speijalni sluqajevi Jacobievih polinoma, a samim tim
i modifikovanih Jacobievih polinoma. Ovom aproksimaijom su obuhvaene




2. Pogodnim izborom parametara modifikovanog Jacobievog polinoma moe se
aproksimirati priblino monotona karakteristika slab	ea u propusnom
opsegu. Dobijena klasa filtara pogodna je za realizaiju hibridne banke
filtara u mikrotalasnoj tehnii jer je karakterixe niska vrednost povrat-
nih gubitaka i konaqan broj nula na kojima nastupa maksimalan prenos snage
potroxaqu.
3. Rezultati dobijeni poreÆeem nove klase filtara sa kritiqno monotonim
amplitudskim karakteristikama pokazuju da su karakteristike koje nudi
predloena aproksimaija filtarskih funkija modifikovanim Jacobievim
polinomima znaqajno bo	e od karakteristika klasiqnih monotonih filtara.
4. Lestviqasta LC realizaija nove klase filtarskih funkija je simetriqna
i reiproqna, a time i mae oset	iva na toleranije elemenata, u odnosu
na kritiqno monotone filtre koji se ne mogu realizovati kao simetriqne
lestviqase LC mree.
5. Primenom kontinualnih frekvenijskih transformaija na prototipske
funkije Jacobievog filtra mogu se ostvariti svi tipovi filtara: propus-







roxlo je otprilike 20 godina od kada su Guglielmi i Conor [32℄ publikovali
novu klasu filtara zasnovanu na lanqanim Chebyshev	evim funijama naz-
vanu lanqani filtri. Definisana je nova polinomska karakteristiqna funkija
zasnovana na proizvodu klasiqnih Chebyshev	evih polinoma nieg stepena (CCF),
koje su nazvali seed funkije. Lanqane funkije kao proizvod ortogonalnih Leg-
endreovih polinoma nieg stepena (LCF) nedavno je objav	en u radu [79℄.
Konept lanqanih filtara ostvaruje razliqite prenosne funkije, koji imaju
isti stepen, ali razliqiti odziv usta	enog staa, odziv prelaznog staa i prak-
tiqnu implementaiju, posebno za realizaiju filtara mikrotalasnim struk-
turama. U poreÆeu sa konvenionalnom aproksimaijom, konept lanqanih
funkija nudi: smaenu oset	ivost na proizvodne grexke, mau vrednost Q-
faktor neoptereenog rezonatora u sluqaju realizaije mikrotalasnom strukturom,
a samin tim, mae uneto slab	ee i povratne gubitke. Ovo se postie pogodnim
izborom seed funkija i ihovom kombinaijom za usvojenu implementaiju, na
primer mikrotalasnom strukturom i tehnologijom. Ovo je rezultat kompromisa
izmeÆu slab	ea u propusnom opsegu selektivnoti filtra koji se mogu podexa-
vati u opsegu od od onih povezanih sa Buttervorthom prenosnom funkijom do kon-
venionalnih Chebyshev	evih filtara.
U ovoj glavi je opisana nova klasa lanqanih funkija pogodna za aproksimaiju
filterskih funkija, koje se nazivaju modifikovane Jacobijeve lanqane funkije
(mJCF). Jednostavnom modifikaijom Jacobiovih polinoma, koji imaju dva parame-
tra vixe u odnosu na druge ortogonalne polinome, dobija se nova funkija pogodna
za aproksimaiju filtara. Pokazalo se da su ovo dodatni parametri (stepeni
slobode) koji se mogu koristiti za dobijae frekvenijskog odziva filtra koji
imaju mai nivo talasaa u propusnom opsegu, ili vee povratno slab	ee u pro-
45
3.1.Lanqane funkije
pusnom opsegu, ili strmiji nagib karakteristike slab	ea na granii propusnog
opeaga nego u sluqaju Chebyshev	evih, Legendreovig lanqanih filtara, ili fil-
tara koji ultrasveriqne (Gegenbauerove) ortogonalne polinome [75℄ koriste kao seed
funkije. Teorijsko i eksperimentalno uporeÆivae modifikovanih Jacobijevih
lanqanih funkija sa poznatim Chebyshev	evim i Legendreovim lanqanim funki-
jama nije neophodno jer predstav	aju posebne sluqajeve predloenih lanqanih
funkija.
3.1 Lanqane funkije
Postoje dve metode koje se mogu primeniti za sintezu pasivnih LC filtara. Prva je
poznata kao metoda ima parametara, a druga je metoda unetih gubitka. Prva metoda
prua mogunost projektovaa filtara propusnika ili nepropusnika odreÆenih
frekvenijskih opsega, ali se ihov frekvenijski odziv ne moe podexavati.
Druga metoda je znatno bo	a u smislu da prua mogunost za oblikovae frekven-
ijskog odziva filtra. Projektovae lanqanih filtara zasniva se metodi unetih
gubitaka koji je opisan u predhodnom poglav	u.
Nova klasa filtarskih funkija, koju su definisali Guglielmi i Connor [32℄, a
zatim i Chrisostomidis i Lucyszyn [13℄, se koristi kao karakteristiqna funkija
prenosne funkije filtra propusnika niskoh frekvenija. Karakteristiqna
funkija n-tog stepena Kn(ω) je proizvod funkija nieg ni-tog stepena Kni(ω),






gde je n stepen filtra koji je odreÆen zbirom stepena pojedinih seed funkija
n =
∑k
i=1ni. Kao seed funkije u radu [32℄ primeene su generalizovene Cheby-
shev	eve finkije nieg red, dok su u radu [41℄ primeeni Zolotarevi polinomi,
xto qini da karakteristiqna funkija unosi nule u prenosnu funkiju filtra.
Kada se generalizovane Chebyshev	eve seed funkijedegenerixu u kovenionalne
Chebyshev	eve polinome tada su sve nule prenosa u beskonaqnosti [15℄. Legendreovie
lanqane funkije opisana u radu [80℄, nude takoÆe prenosne funkije sa svim nulama
prenosa u beskonaqnosti.
3.1.1 Modifikovana Jacobijeva lanqana funkija
Karakteristiqna funkija, koja se koristi za projektovae filtara propusnika
niskih frekvenija moe biti modifikovani Jacobijev polinom n-tog stepena [81℄
ili lanqana funkija formirana kao proizvod modifikovanih Jacobijevih poli-
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noma nieg stepena, koje e biti nazvane modifikovane Jacobijeve seed funkije.
Dakle, nova klasa karakteristiqnih funkija stepena n, koja e biti nazvana mod-








gde je ni stepen i-te seed funkije (ν = 1 se odnosi na modifikovani Jacobijev poli-
nom), Π
(αi,βi)
ni (x) se odnosi na modifikovanu Jacobijevu seed funkiju stepena ni sa
parametrima αi i βi, a n je stepen modifikovane lanqane funkije. Stepen fil-
tra se odreÆuje kao zbir stepeni konstitutivnih seed funkija kao xto je to ve
pomenuto u jednaqini (3.1). Seed funkija najvixeg stepena je vodea seed funkija.
seed funkije mogu da imaju iste parametre ili da svaka seed fukija ima svoje
parametre αi i βi.
Partiija prirodnog broja n, moe se koristiti za odreÆivae broja seed
funkija na koji se moe razloit prenosna funkija filtra stepena n < ni. Par-
tiija prirodnog broja n je predstav	ae broja n u obliku zbira nekoliko prirod-
nih brojeva, pri qemu redosled sabiraka nije bitan. Dakle, partiija prirodnog
vroja n je svaka ureÆena k-torka prirodnih brojeva (a1,a2, . . . ,ak) za koji je
a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ak
i
n = a1+a2+ · · ·+ak.
Broj svih partiija prirodnog broja n oznaqava se sa p(n). Na primer
4= 3+1= 2+2= 2+1+1= 1+1+1+1
zato je p(4)= 5. Definixe da je p(0)= 1.















Jednaqina (3.3) omoguava da se na prost izraquna kompletna lista svih partiija
prirodnih brojeva p(2), p(3), . . . , p(n−1), p(n). Na primer, korixeem jednaqine (3.3)
broj svih partiija za n = 5, p(5), se odreÆuje izraqunavaem vrednosti izraza (3.3)
za m = 1 i m = 2
p(5)= [p(5−2)+ p(5−1)]− [p(5−7)+ p(5−5)]
= [3+5]− [0+1] = 7
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gde je p(4)= 5. Broj svih partiija p(6) se odreÆuje takoÆe izraqunavaem vrednosti
izraza (3.3) za m = 1 i m = 2
p(6)= [p(6−2)+ p(6−1)]− [p(6−7)+ p(6−5)]
= [5+7]− [0+1] = 11
gde je p(5)= 7.
Prema tome, postoji 11 naqina za predstav	ae xestog stepena modifikovane
Jacobijeve lanqane funkije (mJCF) kao proizvod seed funkija sledeeg stepena:
mJCF-6, mJCF-51, mJCF-42, mJCF-411, mJCF-33, mJCF-321, mJCF-3111, mJCF-222,
mJCF-2211, mJCF-21111, i mJCF-111111, gde svaki broj predstav	a stepen konsti-
tuivne seed funkije ni . Konveijom je ustanov	eno da se partiije reÆaju od
najvee do najmae uz petpostavku da je stepen seed funkija jednoifren.
U Tabeli 3.1 dati su svi modifikovani Jacobijevi lanqani polinomi petog ste-
pena kada sve seed funkije imaju iste parametre α = −0.5 i β = 0.35. U drugoj
koloni je broj konstutivnih seed funkija ν
Tab. 3.1:Lanqani modifikovani Jacobijevi polinomi petog stepena za α = −0.5 i
β = 0.35.
Seed funkije ν mJCF polinomi
mJCF-11111 5 1.0000000x5
mJCF-211 3 1.3986616x5 −0.3986616x3
mJCF-221 3 1.9562541x5 −1.1151853x3 +0.1589310
mJCF-311 3 2.1841800x5 −1.1841801x3
mJCF-33 2 3.0549288x5 −2.5270159x3 +0.4720871x
mJCF-41 2 3.6123123x5 −2.8728538x3 +0.2605416x
mJCF-5 1 6.1901631x5 −6.4814839x3 +1.2913206x
U Tabeli 3.2 dati su svi modifikovani Jacobijevi lanqani polinomi xestog
stepena. Sve seed funkije imaju iste vrednosti parametara α = −0.5 i β = 0.35. U
drugoj koloni je broj konstututuvnih seed funkija ν.
Analizom tabela 3.1 i 3.2 moe se zak	uqiti sledee:
1. Lanqana funkija mJCF-11111 i mJCF-111111 se standardni Butterworthovi
polinomi [10℄ petog i xestog stepena, respektivno, koji aproksimira ampli-
tudsku karakteristiku filtra u maksimalno ravnom smislu.




Tab. 3.2:Lanqani modifikovani Jacobijevi polinomi xestog stepena za α = −0.5 i
β = 0.35.
Seed funkije ν mJCFpolinomi
mJCF-111111 6 1.0000000x6
mJCF-21111 5 1.3986616x6 −0.3986616x4
mJCF-2211 4 1.9562541x6 −1.1151853x4 +0.1589310x2
mJCF-222 3 2.7361376x6 −2.3396502x4 +0.6668723x2−0.0633597
mJCF-3111 4 2.1841800x6 −1.1841801x4
mJCF-321 3 3.0549288x6 −2.5270159x4 +0.4720871x2
mJCF-33 2 4.7706428x6 −5.1729255x4 +1.4022826x2
mJCF-411 3 3.6123123x6 −2.8728538x4 +0.2605416x2
mJCF-42 2 5.0524025x6 −5.4582405x4 +1.5097059x2−0.1038679
mJCF-51 2 6.1901631x6 −6.4814839x4 +1.2913206x2
mJCF-6 1 10.8676577x6−14.1083670x4+4.4375319x2−0.1968233
3. Svi polinmi su parnog stepena (Tabela 3.2) i jednaki su nuli u koordinatnom
poqetku osim polinoma koje qini proizvod parnih seed funkija, a to su
mJCF-222, mJCF-42 i mJCF-6. Ovo vai i za ostale lanqane polinome parnog
stepena.
4. Lanqane funkije koje qine dve iste seed funkije, kao na primer mJCF-2211
i mJCF-33, imaju dvostruku nulu.
5. Lanqana funkije koje qine tri jednake seed funkije, kao na primer mJCF-
222, imaju trostruku nulu.
6. Nule seed funkije su u isto vreme i nule laqane funkije, te se moe uoqiti
da laqane funkije koje imaju seed funkije istog stepena imaju i iste nule,
ukoliko sve seed funkije imaju iste parametre α i β.
7. Sa porastom stepena konstitutivne seed funkije mJCF, a stepen lanqane
funkije ostaje nepromeen, karakerixe porast osilaije u propusnom
opsegu kao i porast asimtokog nagiba lanqane funkije.
Na slikama 3.2 i 3.2 prikazane su modivikovane Jacobijeve lanqane funkije
petog i xestog stepena, a u Tabelama 3.1 i 3.2 odgovarajui polinomi za funkije
petog i xestog srtepena.






























Sl. 3.1:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije petog stepena.
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Sl. 3.2:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije xestog stepena.
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3.1.2 Seed funkije sa proizvo	nim parametrima
U odnosu na standardne polinomske filtarske funkije koje imaju samo dva stepena
slobode za podexavae karakteristike filtra
1
, modifikovane Jacobijeve lanqane
funkije se mogu generisati tako da sve seed funkije imaju isti parametar α1 =
α2 = · · · = αν, a da se za optimizaiju prenosne funkije filtra koristi parametar
β tako da je β1 , β2 , · · · , βν. Dakle, ako se speifiira stepen filtra n, broj seed
funkija ν i parametar α, za optimizaiju prenosne funkije ostaje parametar β.
Napomenimo da seed funkija prvog stepena nije funkija parametara α i β.
Na primer, neka je n = 8 i ν = 2, za optimizaiju se mogu koristiti sledee
modifikovane Jacobijeve laqane funkije: mJCF-71, mJCF-62, mJCF-53 i mJCF-
44. Za mJCF-53 i α = −0.35 mogu se dobiti slede filtarske finkije












2. Seed funkije sa istim parametrom α = −0.35 a razliqitim vrednostima












3. Seed funkije sa istim parametrom α = −0.35 a razliqitim vrednostima













Stepen filtre n i parametar εp.
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Sve lanqane funkije su parnog stepena i dobijene su kao proizvod dve seed
funkije neparnog stepena, te je mJCF8(0) = 0. Pored toga je i prvi izvod mJCF
jednak nuli u koordinatnom poqetku, dok su vixi izvodi razliqiti od nule. Pos-
toji zaravee prvog stepena mJCF u koordinatnom poqetku.
Na Slii 3.3 prikazane su pripadajue modifikovane Jacobijeve lanqane





modifikovana Jacobijeva lanqana funkija. Ima najmae osilaije u intervalu
ortogonalnosti, a odstupae osilaija od nulte vrednosti na granii intervala
ortogonalnosti su priblino jednaka.
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Sl. 3.3:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije osmog stepena.
Na Slii 3.4 prikazani su modifikovane Jacobijeve lanqane funkije devetog
stepena. I u ovom sluqaju je mJCF8(0) = 0, jer je modifikovana Jacobijeva lan-
qana funkija dobijena kao proizvod seed funkije parnog i neparnog stepena,




3 (x). MeÆutim, prvi izvod ove lanqane
funkije nije jednak nuli u koordinatnom poqetku tako da funkija nema zaravn-
jee u koordinatnom poqetku.
Optimalno rexee je oznaqeno punom linijom na Slii 3.4.  ega karakterixe,
kao u prehodnom primeru, mala talasavost u itervalu ortogonalnosti Jacobijevih
polinoma.
Kao posledi primer, na Sli 3.5 prikazane su modifikovane Jacobijeve lan-































Sl. 3.4:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije devetog stepena.
punom linijom.
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Sl. 3.5:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije desetog stepena.
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U navedenim primerima stepen lanqane funkije je mean samo promenom prve
seed funkije dok je stepen druge seed funkije osjao isti - tre&vi stepen. Op-
timalno rexee je dobijeno tako xto su parametri seed funkije treeg stepena
ostali isti α2 = α = 0.35 i β2 = 1, dok se kod prve seed funkije meao samo param-
etar β1 i to za n = 8 optimalna frednost je β1 = 1.5, za n = 9 optimalna vrednost je
β1 = 2.2 i za n = 10 optimalna vrednost je β1 = 3.3. Dakle, porast stepena filtra
prati i porast parametra β. Ako se opisani postupak nastavi, optimalno rexee
za lanqani filtar jedanastog stepena e se dobiti za β1 = 4.5.
Opisani postupi optimizaije lanqanih funkija sa razliqitim vrednostima
α i β se odnose na lanqane funkije sa dve konstitutivne seed funkije. Sa po-
rastom broja konstitutivnih seed funkaja proes optimizaije sa komplikuje,
jer pored optimizaije parametara α i β potrebno je optimizirati vei broj seed
funkija. Na primer, lanaqana finkije sedmog stepena sa tri seed funkije
moe se generisati na qetiri naqina: mJCF-322, mJCF-331, mJCF-421 i mJCF-511.
Treba imati u vidu da u seed funkiji prvog stepena ne uqestvuju parametri α i β,
pa se optimizaija svodi na seed funkije sa stepenom veim od jedan, xto znatno
pojednostav	uje proes optimizaije.
3.2 Zak	uqak
U ovoj glavi su definisane modifikovane Jacobijeve lanqane funkije. Osnovna
karakteristika lanqanih funkija znovana na modifikovanim Jacobijevim poli-
nomima je da imaju znatno vei broj slobodnih parametara koji se mogu koristiti
za optimizaiju karakteristika filtara kako u frekvenijskom tako i u vremen-
skiom domenu. To se pre svega odnosi na parametre α i β Jacobijevih polinoma.
Ukoliko je stepen lanqane funkije speifiiran, optimazija lanqane fukije
se zasniva na optimizaiji broja konstituivnih seed funkija i izborom pogodnih
vrednosti za parametre α i β.
Za optimizaiju modifikovane Jacobijeve lanqane funkije se moe koristiti
jedan od sledeih postupaka:
1. Sve seed funkije imaju iste vrednosti parametre α i β. Za α= β =−0.5 dobija
se Chebyshev	eva lanqana funkija, a za α = β = 0 dobija se Legendreova lan-
qana funkija. Za α = −0.5 i β = 0 dobija se prelazni Chebyshev-Legendreovi
lanqani filtar. Sliqnim postupkom mogu se dobiti druge klase prelaznih
lanqanih filtara.
2. Sve seed funkije imaju istu vrednost jednog parametra, na primer α, dok im
se vrednost parametra β moe razlikovati.
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3. Sve seed funkije mogu imati razliqite vrednosti kako parametra α tako i
parametra β.
Prvi postupak je najjednostavniji dok su druga dva znatno sloenija. Sloenost
postupka optimizije raste sa porastom broja seed funkija u lanu. Ne pre-







lasa filtara zasnovana na aproksimaiji Chebyshev	evim ortogonalnim
polimomima [84℄ najqexe se primeuje za obradu analognih signalau kako
u osnovnom tako i u mikrotalasnom opsegu. Razlog ovome lei u qienii da se
ovom klasom fitara za dati stepen filtra ostvaruje veliko slab	ee u nepro-
pusnom opsegu a da pri tome amplitudska karakteristika u propusnom opsegu ima
osilatorni karakter, osiluje izmeÆu vrednosti 1 i 1/
√
1+ε2p, gde εp odreÆuje
slab	ee signala na granii propusnog opsega filtra. Uobiqajena vrednos εp = 1
ne moe se primeniti kod Chebyshev	evih filtara, jer pored slab	ea od 3 dB
na granii propusnog propusnog opsega, usled osilatornog karaktera amplitudske
karakteristike u propusnom opsegu, unosi se slablee od 3 dB i u propusni opseg
filtra. Povratni gubii od 3 dB u propusnom opsegu filtra se ne mogu tolerisate
te je potrebno znaqajno smaiti vrednost parametra εp. U radu [13℄ Chrisostomidis
i Lucyszyn su predloili vrednost εp = 0.0563da bi dobili maksimalno povratno
salb	ee od −25 dB. MeÆutim, slab	ee na granii propusnog opsega iznosi svega
0.0138 dB. Treba napomenuti da uneto slab	ee i povratno slab	ee kod aproksi-
maije Chebyshev	evim lanqanim funkijama mogu imati jednaku talasavost. To
je samo u sluqaju kada su konstitutivne seed funkije istog stepena.
Imajui u vidu da jednaka talasavost ne znaqi i optimalno rexee za prenosnu
funkiju filtra, predloene su lanqane funkije zasnovane na Legendreovim or-
togonalnim polinomima [80℄ koji imaju sliqne osobine kao i Chebyshev	evi or-
togonalni polinomi, stom razlikom xto su osilaije unetog slab	ena u propus-
nom opsegu nejednake. Optimizaija prenosne funkije lanqanog filtra se moe
realizovati tako xto se slab	ee na granii propusnog opsega ne mea, ostaje
stalno 3 dB.
Prenosne funkije filtra sa osilatornom karakteristikom slab	ea u pro-
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pusnom opsegu imaju prednosti u odnosu na prenosne funkije sa monotonom karak-
teristikom salb	ea. Naime, kod filtara sa osilatornom karakteristikom
slab	ea u propusnom opegu postoje frekvenije na kojima je uneto slab	ee
jednako nuli, a povratno sab	ee je beskonaqno, odnosno, postoji maksimalan
prenos sange generatora potroxaqu. Na tim frekvenijama je oset	ivost prenosne
funkije na toleranije elemenata jednaka nuli [53℄, pa se moe tvrditi da
su prenosne funkije sa nemonotonom karakteristikom slab	ea u propusnom
opsegu znatno mae oset	iva na toleranije elemenata od prenosnih funkija sa
monotonom katakteristikom slab	ea.
U ovoj glavi je opisana aproksimaija prenosnih funkija filtara propusnika
niskih frekvenija zasnovana na modifikovanim Jacobijevim lanqanim funkija.
Pokazano je da su Chebyshev	eve i Legendreove lanqane funkije speijalni sluqa-
jevi modifikovanih Jaobijevih lanqanih funkija. U odnosu na pomenute lanqane
funkije, predloene lanqane funkije imaju dva prametra vixe kojima se mogu
podexavati karakteristike filtra u xirokim graniama.
4.1 Aproksimaija
Metoda unetog slab	ea se koristi za aproksimaiju prenosne funkije filtra
propusnika niskih frekvenija primenom modifikovanih Jacobijevih lanqanih
funkija. Filtar se najqexe prik	uquje izmeÆu generatora signala sa unutrax-
om otporno71u RG i potrowa RL. Neka je PL = V20/RL snaga na potroxaqu, a
Pmax = V2G/(4RG) maksimalna snaga koju generator moe da isporuqi potroxaqu,
kvadrat modula prenosne funkije lanqanog filtra n-tog stepena propusnika









gde je εp parametar koji odreÆuje slab	ee na granii propusnog opsega, amax =
10log10(1+ε
2
p) u dB, Kn(ω
2) karakteristiqna ili filtarska funkija koja se koristi
za aproksimaiju lanqanih filtara predstav	a kvadrat modifikovane Jacobijeve
lanqane funkije
Kn(ω
2) = mJCF2n(ω) (4.2)
Bez gubitka opxtosti, moemo pretpostaviti da je parametar koji kontrolixe
slab	ee u propusnom opsegu εp = 1, pa je slab	ee na granii propusnog opega
amax = 3.0103dB.
Prema tome, poxto je poznata modifikovana Jacobijeva lanqana funkija, kao
i εp, prenosna funkija propusnika niskih frekvenija Hn(s) se odreÆuje na uo-
biqajni naqin. Najpre se izvrxi analitiqko produee kvadrata modula prenosne
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funkije (4.1) na elokupnu kompleksnu s-ravan zamenom ω2=−s2, a zatim se izvrxi
polinomska faktorizaija polinoma u imenite	u na 2n linearnih faktora (s− si)





Koreni polinoma si mogu biti realni si = σi i komlpeksni si = σi+ jωi. Kompleksni
koreni polinoma sa realnim koefiijentima nalaze u obliku kougovano komplek-
snih parova jer je karakteristiqna funkija polinom sa realnim koefiijentima.
Polovi prenosne funkije u potpunosti odreÆuju prenosnu funkiju filtra.
Polovi prenosne funkije (4.1) su koreni polinoma An(s) , jednaqina (4.3), u
imenite	u prenosne funkije koji imaju osobinu da je ihov realni deo mai od
nule, odnosno polinomi An(s) su iz klase Hurwitzovih polinoma [49℄. Napomenimo
da korenovi polinoma An(−s) imaju osobinu da je hov realni deo vei od nule.
Ako je polinom An(s) sa vodeim koefiijentom veim od nule tada su egovi ko-
efiijenti ai, i = 1,2, . . . ,n pozitivni. Dakle, faktori (s− si), i = 1,2, . . . ,n iz leve
s-poluravni odreÆuju prenosnu funkiju modifikovanog Jacobijevog lanqanog fil-


























je referentni nivo koji spreqava da moduo amplitudske karakteristike (4.1) bude
vei od jedinie jer se razmatraju samo pasivne LC mree, dok je di = ai/h0.
Frekvenijski odziv filtra (4.4) je definisan na realnim frekvenijama, s =
jω, sa
Hn( jω) = |Hn(ω)|e jθH (ω) (4.6)
gde je |Hn(ω)| amplitudski odziv, a θH(ω) je fazni odziv.
Moe se pokazati da je prenosna funkije (4.4) pozitivna, realna [21℄ jer ima
sledee osobine:
1. Hn(s) je realna funkije od s.
2. Za s realno 7→ Hn(s) je realno
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3. Za s = jω 7→ ℜ{Hn(s)} ≥ 0
4.1.1 Fazni odziv i odziv grupnog kaxea













dok je odziv grupnog kaxea τH(ω) negativni izvod faznog odziva po krunoj















4.1.2 Faktor dobrote kougovano kompleksnog para polova
Faktor dobrote kougovano kompleksnog para polova, ili krae Q-faktor dobrote









gde je ωpi =
√
ℜ2(si)+ℑ2(si) frekvenija pola si. Minimalna vrednost Q-faktora
pola je 0.5 i odnosi se na realni pol (ℑ(si) = 0), a dobija beskonaqnu vrednost
ukoliko je pol na imaginarnoj osi (ℜ(si) = 0). Par polova sa najveim Q-faktorom
je kritiqni par polova, a ihov faktor dobrote je kritiqni Qc faktor dobrote.
Ukoliko je Qc-faktor mai, utoliko je prenosna funkija filtra mae oset	iva
na toleranije elemenata.
4.1.3 Faktor nagiba
Za poreÆee mJCF filtara sa drugim aproksimaijama koristi se nagib ampli-
tudske karakteristike [45℄ na granii propusnog opsega (ω = 1), koji se moe odred-









































































nagib karakteristiqne funkije na granii propusnog opsega, za koji emo u da	em
tekstu koristiti naziv faktor nagiba (SF). Za αi = βi = −0.5, ni = n i ν = 1 dobija se
faktor nagiba Chebyshev	evog filtra S F = n2.
4.1.4 Povratni gubii
Maksimalna snaga koju daje izvor signala se ne prenosi potroxaqu RL na svim
frekvenijama jer se ulazna impedansa filtra mea sa frekvenijom. To se ob-
jaxava qieniom da se deo snage PR(ω) vraa nazad u izvor signala. Kvadrat
modula koefiijenta refleksije je |Γn(ω)|2 = PR(ω)/Pmax. Jednaqina koja se odnosi








xto predstav	a poznatu Feldtkellerovu jednaqina [72℄
|Hn( jω)|2+ |Γn( jω)|2 = 1 (4.13)






Potrebno je da maksimalna vrednost povratnih gubitaka [34℄ u propusnom opsegu
filtra RLmax bude xto je mogue maa.
4.2 Rezultati aproksimaije
Rezultati aproksimaije modifikovanim Jacobijevim lanqanim funkijama bie
prikazani na primerima filtara devetog i desetog reda. Za generisae modi-
fikovanih Jacobijevih lanqanih filtara se koriste tri odnosno dve seed funkije
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(stepen tree seed funkije je jednak nuli) sa istim parametrima α i β. Opti-
mizira se vrednost povratnih gubitaka tako da ihova maksimalna vrednost bude
xto je mogue maa.
4.2.1 Sinteza modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara
Prethodne informaije o aproksimaiji prenosne funkije filtra Hn(s) je do-
vo	na za projektovae filtara koji mogu da zadovo	e speifiirani nagib na
granii propusnog opsega i unete gubitke, kao i povratane gubitke.
U prvom primeru je opisan dizajn mJCF filtra devetog stepena kod koga sve
seed funkije imaju iste parametre α = −0.5 i β = 0. Ovi parameti su odabrani jer
se odnose na lanqani Qebixev	ev filtar kada je α = β = −0.5, odnosno na lanqani
Legendreov filtar kada je α= β= 0.0. Za ovaj filtar se moe rei da je kombinaija
lanqanog Chebyshev	evog i lanqanog Legendreovog filtra. Odabrani su sledei
filtri mJCF-810, mJCF-711 i mJCF-531. U Tabeli 4.1 su sumirani rezultati za
sva tri mJCF filtra.
Tab. 4.1:Koefiijenti polinoma u imenite	u mJCF filtra (4.4) devetog stepena di;
faktor dobrote kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna
vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax.
Koefiijenti di
α = −0.5 i β = 0.0
mJCF-810 mJCF-711 mJCF=531
d1 59.8926172343 31.6321091542 24.8863146552
d2 100.568421038 72.1424460181 58.7700495999
d3 198.223818374 134.424439253 113.738226341
d4 214.301943565 166.913412387 144.153028505
d5 206.962292338 162.36699734 144.534042102
d6 142.599025045 120.40975672 109.516035419
d7 77.7705975634 67.8823998258 63.2937901644
d8 30.2958602623 27.7645593885 26.5081250387
d9 7.79236412613 7.45178628096 7.28122586365
d10 1.0 1.0 1.0
Qc 13.2294713057 10.5276250949 7.56885639429
S F 40.5809504375 32.796326201 26.4655172414
RLmax,dB −8.01272262372 −9.05011639845 −21.7379422615
Seed funkija sa najveim stpenom je vodea seed funkija . Iz Tabele 4.1 se
moe zak	uqiti da sa poveaem reda vodee seed funkije raste kritiqni Qc-
faktor pola i faktor nagiba S F.
Na Slii 4.1 prikazane su karaktristike u usta	enom stau. Pored porasta
Qc i S F, sa porastom vodee seed fukije rastu osilaije slab	ea i devijaija
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grupnog kaxea u propusnom opsegu, dok ostala dva filtra imaju po tri maksi-
muma u propusnom opsegu, jer su lanqane funkije proizvodi po tri seed funkije
neparnog stepena te imaju po trostruku nulu u koordinatom poqetku. Maksi-
mumi osilaija su u blizini granie propusnog opsega. Maksimalna osilaija
slab	ea u propusnom opsegu (uneto slab	ee) za filtar mJCF-811 je na normali-
zovanoj frekveniji ω = 0.908202923426516i iznosi ILmax = 0.747011672708926dB;
za filtar mJCF-711 maksimum je na frekveniji ω = 0.887506449456432i iznosi
ILmax = 0.577181179394231dB; za filtar mJCF-531 maksimum je na frekveniji
ω = 0.871610290332361i iznosi ILmax = 0.024605395413081dB.
Sva tri filtra imaju priblino istu vrednost grupnog kaxea u koor-
diantnom poqetku, τmin = 7.820495598524545s, τmin = 7.484631475149094s i τmin =
7.313142888883935s, a zatim naglo raste na vrednost τmax = 32.474291572128962s,
τmax = 27.075484842452607s i τmax = 21.790444287840831s za filtre mJCF-810, mJCF-
711 i mJCF-351, respektivno. Filtri imaju monotonu karakteristiku grupnog







































































Sl. 4.1:Frekvenijski odzivi lanqanih filtara devetog stepena koje qine tri seed
funkije sa istim parametrima α i β.
Na Slii 4.2 prikazani su povratni gubii filtara qiji se koefiijenti
nalaze u Tabeli 4.1, a karakteristike usta	enog staa prikazane na slii 4.1.
Primetnaje veza izmeÆu unetog slab	ea i povratnih gubitaka. Sa smaeem une-


























Sl. 4.2:Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara devetog ste-
pena koje qine seed funkije sa istim parametrima α i β.
Kompromis izmeÆu karakteristika u usta	enom stau i povratnih gubitaka je
mJCF-531 filtar koji ima priblino Chebyshev	evu katakteristiku povratnih
gubitaka od RLmax = −21.7379422615dB, kao xto je navedeno u Tabeli 4.1.
U drugom primeru se razmatraju prenosne funkije filtara desetog stepena:
mJCF-910, mJCF-721 i mJCF-640. Sve seed funkije imaju iste vrednosti para-
metara α = −0.5 i β = 0.5, i za ove seed funkije se moe rei da su kombinaija
Chebyshev	evih polinoma prve i druge vrste. Koefiijenti prenosnih funkija
pomenutih filtara su tabelirani u Tabeli 4.2. Kao u predhodnom primeru, fil-
tri su uporeÆeni prema Q-faktoru kritiqnog pola, faktoru nagiba amplitudske
karakteristike na granii propusnog opsega i maksimalnoj vrednosti povratnih
gubitaka. Funkija i	a je optimizaija povratnih gubitaka.
Na Sli 4.3 prikazane su frekvenijske karakteristike filtara desetog reda.
Za smaivae povratnih gubitaka potrebno je smaiti uneto slab	ee u propusnom
opsegu filtra, xto se postie poveaem parametra β na vredmost 0.5. Zbog toga
je razmera za propusni opseg filtra smaena deset puta. Grania propusnog opsega
je i da	e 3 dB.
Maksimalna lokalna ekstremalna vrednost unetog slab	ea za filtar mJCF-91
je ILmax = 0.1745699dB, za filtar mJCF-721 je ILmax = 0.0675932dB i za filtar
mJCF-640 je ILmax = 0.0035438dB. Maksimalna vrednost unetog slab	ea je u kore-
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Tab. 4.2:Koefiijenti polinoma u imenite	u mJCF filtra (4.4) desetog stepena di;
faktor dobrote kritiqnog para polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna
vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax.
Koefiijenti di
α = −0.5 i β = 0.5
mJCF-910 mJCF-721 mJCF-640
d1 51.2 21.3333333333 29.2571428571
d2 120.608403202 66.9437762897 80.5932831466
d3 244.454559795 142.367767332 169.517559685
d4 323.191821711 211.021079395 240.409881275
d5 347.346750826 241.137062997 269.891493784
d6 286.86475706 214.305050111 233.908293932
d7 187.78828174 148.930876271 159.738230858
d8 93.9648995429 79.1694954067 83.3055640988
d9 34.4186622646 30.7115135505 31.7815429921
d10 8.29682617205 7.83728442134 7.97058650904
d11 1.0 1.0 1.00040808
Qc 10.7637705851 7.71936117744 7.58887388074
S F 34.0 25.4166666667 24.0
RLmax,dB −14.0451420482 −18.1125678086 −30.3838229613
spodeniji sa kritiqnim Q-faktorom pola i nagibom karakteristike slab	ea na
granii propusnog opsega.
Na Slii 4.4 prikazani su povratni gubii filtara qiji se koefiijenti
nalaze u Tabeli 4.2, a karakteristike usta	enog staa prikazane na slii 4.3.
Primetna je veza izmeÆu unetog slab	ea i povratnih gubitaka. Sa smaeem
unetog slab	ea smauje se i nivo povratnih gubitaka.
Optimalno rexee se odnosi na filtar mJCF-640, koji ima najmau maksi-
malnu vrednost povratnog slab	ea od RLmax = −30.3838229613dB koje prati naj-
maa maksimalna vrednost unetih gubitak ILmax = 0.0035438dB. Pored toga, unete
gibitke i povratne gubitke karakterixe jednaka talasavost u gorem delu pro-
pusnog opsega. U odnosu na filtar deverog reda mJCF-531 sa parametrima α = −0.5
i β = 0.0, nivo povratnih gubitaka filtra desetog reda mJCF-640 sa parametrima
α = −0.5 i β = 0.5 ja za 8.645880699800003dB nii. MeÆutim, grupno kaxee je i
da	e zadralo monotonu karakterstiku u najveem delu propusnog opsega, a maksi-
mum je sa vrednosti τmax = 21.790444287840831s, za deveti stepen filtra, porastao
na vrednost τmax = 23.228748108770706s za deseti stepen filtra. To poveee nije
znaqajno ako se ima u vidu da je i vrednost grupnog kaxea na nultoj vredmosti
porasla sa vrednosti τ(0)= 7.313142888883935s za devti stepen filtra na vrednost
τ(0)= 8.003702372616617s za deseti stepen filtra.








































































Sl. 4.3:Frekvenijski odzivi lanqanih filtara desetog stepena koje qine tri seed
funkije sa istim parametrima α i β.
za trimovae filtra. To se pre svega odnosi na frekveniije najblie granii
propusnog opsega. Treba napomenuti da se ove frekvenije mogu podexavati
promenom parametara modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara.
4.2.2 Redukija povratnih gubitaka prenosnim funkijama
vixeg stepena
Razmatra se sinteza modivikovanih Jacobijevih filtar kada seed funkije imaju
razliqite vrenosti parametara α i β i obeleavaju se sa dodatnim znakom +,mJCF+.
Sinteza je prikazana na primerima lanqanih filtara osmog devetog i desetog ste-
pena koju qine dve seed funkije. Prva seed funkija je petog, xestog odnosno sed-
mog stepena, dok je druga seed funkija treeg stepena za sve tri sinteze. Funkija
i	a je optimizaija povratnih gubitaka.
Prenosna funkija osmog stepena
Razmatrane su filtri osmog stepena kada se za karakteristiqnu funkiju koriste


























Sl. 4.4:Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara desetog ste-

















Vodea seed funkija kod sve tri lanqane funkije je petog stepana sa istim
parametrima α i β, dok se parametri druge seed funkije, treeg stepena, mea-
ju. Prva lanqana funkija 1mJCF+-53(ω) je je standardna lanqana funkije kod
koje obe seed funkije imaju iste parametre α i β. Promenom parametara seed
funkije nieg stepena izvrxena je dodatna optimizaija povratnih gubitaka u
drugoj i treoj prenosnoj funkiji lanqnog filtra osmog stepena. U tabeli 4.3 su
predstav	eni koefiijenti penosnih funkija aproksimirane lanqanim funki-
jama (4.15) sa taqnoxu od 12 ifara.
Na slii 4.5 prikazan je poloaj polova i nula prensnih finkija qiji su ko-
efiijenti dati u tabeli 4.3. Par polova najblii imaginarnoj osi je kritiqni
par polova. Moe se uoqiti da sve tri aproksimaije imaju priblino istu vred-
nost kritiqnog Q-faktora. U tabeli je data ihova vrednost Qc. Sa smaivaem
parametra β Q-faktor kritiqnog para polova raste.
Na Slii 4.6 prikazani su frekvenijski odzivi za sve tri aproksimi-
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Tab. 4.3:Koefiijenti polinoma u imenite	u lanqanih filtara osmog stepena
mJCF+-53 (videti jednaqine (4.15)) di, faktor dobrote kritiqnog para
polova Qc, faktor nagiba S F i maksimalna vrednost povratnih gubitaka
u propusnom opsegu filtra RLmax.
di
Koefiijenti mJCF+-53 filtara (α = −0.35 i β1 = 1.5)
β2 = 1.5 β2 = 1.0 β2 = 0.25
d1 3.47388623389 4.21523712887 6.09357357892
d2 12.7590384203 14.5592753402 18.6964954191
d3 26.6863989279 29.6465807433 36.3464454631
d4 37.9399132057 41.1756006621 48.2349632455
d5 39.2125733619 41.768716016 47.2287332225
d6 29.7608554766 31.1694094871 34.1058469119
d7 16.1057447839 16.6048185021 17.6226664017
d8 5.67551667849 5.76278031893 5.93677798165
d9 1.0 1.0 1.0
Qc 3.63663379775 3.82338609287 4.28682495586
S F 11.5063217863 12.0786932339 13.5288919997
RLmax, dB −39.1246026757 −44.9589777931 −32.5846764111
Realni deo





























Sl. 4.5:Poloaj polova u s-ravni lanqanih filtara osmog stepena mJCF+-53 (videti
jednaqine (4.15)).
rane funkije. Sve tri funkije karakterixe mala vrednost unetog
slab	ea u propusni opseg filtra. Aproksimaija prenosne funkije
standardnim modifikovanim polinomom ima sledeu maksimalnu vrednost
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unetog slab	ea 1mJCF+-53(0.678163151168203)= 0.000531313204184dB. Na-
jvee uneto slab	ea ima prenosna funkija 3mJCF+-53(0.567075951480693)=
0.002395722164143dB. Za optimalno rexee moe se smatrati prenosna funkija
2mJCF+-53(0.508782433706571)= 0.000138641568816dB koju karakterixu dva prib-
lino jednaka talasa.
Sve tri prenosne funkije imaju priblino isti nagib karakteristike
slab	ea na graniqnoj frekvrniji propusnog opsega. Numeriqke vrednosti se
nalaze u Tabeli 4.3. Sa porastom slab	ea u propusnom opsegu raste vrednost
kritiqnog Q-faktora i nagib karaketristike slab	ea na granii propusnog
opsega.
Sve tri prenosne funkije imaju monotonu karakteristiku grupnog kaxea sa
priblino istom devijaijom u propusnom opsegu filtra. Prenosna funkija sa
najveim Q-faktorom pola ima i najveu devijaiju grupnog kaxea.
Na Sli 4.7 prikazani su povratni gubii za sve tri aproksimaione funkije
a u Tabeli 4.3 ihove minimalne vrednosti. Najvee povratne gubitke ima prenosna
funkija 2mJCF+-53(ω) koja osiluje u propusnom opsegu sa priblino istom am-


















































































Sl. 4.6:Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara osmog
stepena mJCF+-53 (videti jednaqine (4.15)).






































Sl. 4.7:Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara osmog ste-
pena mJCF+-53 (videti jednaqine (4.15)).
filtara na odskoqnu jediniqnu funkiju su prikazani na Slii 4.8, a na impulsnu
(Dirakovu) funkiju prikazani su na Slii 4.9. Moe se zak	uqiti da promena
povratnog slab	ea nema utiaja na odzive filtra u vremenskom domenu.
Prenosna funkija devetog stepena
Razmatrani su filtri devetog stepena kada se za karakteristiqnu funkiju ko-

















Kod prve lanqane funkije 1mJCF63(ω) obe seed funkije imaju iste parametre
α i β. Usvojeno je da prva seed funkija Π(−0.35,2.2)6 (ω) (xestog stepena) ima iste
vrednosti za parametara α i β kod sve tri lanqane funkije (4.16). Optimizazija
obav	ena podexavaem parametara α i β kod druge seed funkije (treeg stepena).
Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosnih funkije za sve tri aproksimaije



































Sl. 4.8:Odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara osmog stepena mJCF+-53 (videti
jednaqine (4.15)) na odkoqnu jediniqnu funkiju.
Normalizovano vreme, s



































Sl. 4.9:Odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara osmog stepena mJCF+-53 (videti
jednaqine (4.15)) na impulsnu (Dirakovu) funkiju.
Na slii 4.10 prikazan je poloaj polova prenosnih finkija qiji su koefi-
ijenti dati u Tabeli 4.4. Moe se uoqiti priblavae polova i da sve tri
aproksimaije imaju priblino istu vrednost kritiqnog para polova, a samim tim
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Tab. 4.4:Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosne funkije mJCF+-63filtra
devetog stepena (videti jednaqine (4.16)) di; faktor dobrote kritiqnog para
polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna vrednost povratnih gubitaka u
propusnom opsegu filtra RLmax.
di
Koefiijenti mJCF-63 filtara (α = −0.35 i β1 = 3.3)
β2 = 2.2 β2 = 1.0 β2 = 0.0
d1 2.60692957616 3.92313895164 6.53679934402
d2 12.1334251672 16.3849224052 23.8715360443
d3 30.0466525468 38.1573366745 51.7617406939
d4 50.2066028604 60.8178052768 77.8096699314
d5 61.3514179523 71.4767663387 87.0766147107
d6 56.3369335983 63.431114652 73.9826690896
d7 38.6892660316 42.2206889209 47.2988317468
d8 19.129672807 20.2667871726 21.8487740731
d9 6.1854139825 6.36660076994 6.61042956633
d10 1.0 1.0 1.0
Qc 3.72855699573 4.08343682148 4.76681173748
S F 11.8025648586 12.894426089 15.062587557
RLmax,dB −39.0587470945 −48.9056799517 −33.8452049443
Realni deo





























Sl. 4.10:Poloaj polova u s-ravni modifikovanih Jacobijevih filtara devetog ste-
pena mJCF+-63 (videti jednaqine (4.16)).
kritiqnog Q-faktora. MeÆutim u Tabeli 4.4 su prikazane ihove vrednosti (Qc)
na osnovu kojih se moe zak	uqiti da razlika nije zanemar	iva. Sa smaivaem
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parametra β2 Q-faktor kritiqnog para polova raste.
Na Slii 4.11 prikazani su frekvenijski odzivi za sve tri aproksimirane
prenosne funkije koje karakterixe mala vrednost unetog slab	ea. Aproksi-
maija prenosne funkije filtra standardnim modifikovanim Jacobijevim lan-
qanim polinomima, (svi polinomi imaju iste vrednosti parametara α i β)



















































































Sl. 4.11:Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara devetog stepena
mJCF+-63 (videti jednaqine (4.16)).
Najvee uneto slab	ea ima prenosna funkija 3mJCF63(0.588793792942234)=
0.001792063593141dB. Kao optimalno rexee moe se smatrati prenosna funkija
2mJCF63(0.698110779387767)= 0.000055875202474dB koju karakterixu dva prib-
lino jednaka lokalna ekstremuma. Ekstremum unetog slab	ea najblii granii
propusnog opsega je ujedno i maksimalna vrednost unetog slab	ea u propusnom
opsegu.
Sve tri prenosne funkije imaju priblino isti nagib karakteristike
slab	ea na graniqnoj frekveniji propusnog opsega. Numeriqke vrednosti se
nalaze u Tabeli 4.4. Sa porastom unetog slab	ea u propusnom opsegu raste vred-
nost kritiqnog Q-faktora i nagib karaketristike slab	ea na granii propusnog
opsega.
Sve tri prenosne funkije imaju priblino istu devijaiju grupnog kaxea.
Kao xto se i moglo oqekivati, najveu devijaiju grupnog kaxea ima prenosna
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funkija koja ima najavei kritiqni Q-faktor, a u isto vreme i najvei nagib
amplitudske karakteristika na granii propusnog opsega.
Na Sli 4.12 prikazani su povratni gubii za sve tri aproksimaione funkije.
Najvee povratne gubitke ima prenosna funkija 2mJCF63(ω) koji osiluju u pro-
pusnom opsegu sa pribliňo istom amplitudom, xto predstav	a prednost u odnodu




































Sl. 4.12:Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih filtara devetog stepena
mJCF+-63 (videti jednaqine (4.16)).
Na kraju, prikazane su karakteristike filtara devetog stepena, mJCF-63, u
vremenskom domenu. Prikazani su odzivi filtara na odskoqnu jediniqnu funkiju
i impulsnu (Dirakovu) funkiju, slike 4.13 i 4.14, respektivno.
Prenosna funkija desetog stepena
Razmatrani su filtri desetog stepena kada se za karakteristiqnu funkiju koriste



















































Sl. 4.13:Odzivi mJCF+-63filtara dvetog stepena na odskoqnu jediniqnu funkiju
(videti jednaqine (4.16)).
Normalizovano vreme, s



































Sl. 4.14:Odzivi mJCF+-63 filtara dvetog stepena na impulsnu (Dirakovu)
funkiju (videti jednaqine (4.16)).
Kao i u predhodna dva primera, obe seed funkije kod prve lanqane funkije
1mJCF73 imaju iste parametre α i β. Usvojeno je da vodea seed funkija (sedmog
stepena) ima iste vrednosti parametara α i β za sve tri lanqane funkije koje
se porede. Optimizaija je obav	ena podexavaem parametara α i β kod druge
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seed funkije (treeg stepena). Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosnih
funkija za sve tri aproksimaije modifikovanim Jacobijevim lanqanim poli-
nomima (4.17) dati su u Tabeli 4.5 sa taqnoxu od 12 ifara.
Tab. 4.5:Koefiijenti polinoma u imenite	u prenosne funkije mJCF+-73filtra
desetog stepena (videti jednaqine (4.17)) di; faktor dobrote kritiqnog para
polova Qc; faktor nagiba S F; maksimalna vrednost povratnih gubitaka u
propusnom opsegu filtra RLmax.
di
Koefiijenti mJCF+-73 filtara (α = −0.35 i β1 = 3.3)
β2 = 3.3 β2 = 1.0 β2 = 0.0
d1 1.50933355561 2.90880238461 4.84669489253
d2 9.06365971934 15.1448561387 22.6925866064
d3 27.3610031775 41.3671343053 57.5489531217
d4 54.5473521988 76.4494820337 100.428885029
d5 79.2002523119 104.292885514 130.498759451
d6 87.2091191809 108.80908664 130.42949516
d7 73.6029753982 87.4826790297 100.835173861
d8 46.9883746808 53.3844321336 59.3046016199
d9 21.7346364192 23.6505164554 25.3576984679
d10 6.59312314753 6.87757463869 7.12147435128
d11 1.0 1.0 1.0
Qc 3.7007214824 4.20693246918 4.88373917163
S F 11.7100881799 13.2758480858 15.4440095538
RLmax, dB −41.2472731398 −55.1949745249 −38.4266356458
Na Slii 4.15 prikazan je poloaj polova modifikovanih Jacobijevih lanqanih
filtara desetog reda. Sa smaivaem parametra β rastojae izmeÆu polova se sve
vixe poveava. MeÆutim za para polova koji je najblii imaginarnoj osi (kritiqni
par polova) to rastojae je najmae. Kritiqni faktor dobrote (Qc) je u graniama
3,7≤ Qc ≤ 4.9. Ove prenosne funkije spadaju u klasu prenosnih funkija sa malim
Q-faktorom, kao xto je Butterworthova prenosna funkija. Moe se smatrati da
prenosne funkije sa Q-fakrorom veim od deset su prenosne funkije sa velikim
Q-faktorom. Prema tome, moe se samtrati da je prva lanqana funkija najmae
osetliva na toleranije elemenata.
Na Slii 4.16 prikazani su frekvenijski odzivi za sve tri aproksimi-
rane funkije koje karakterixe mala vrednost unetog slab	ea. Aproksi-
maija prenosne funkije filtra standardnim modifikovanim Jacobijevim lan-
qanim polinomima, (svi polinomi imaju iste vrednosti parametara α i β)
ima sledeu maksimalnu vrednost unetog slab	ea 1mJCF73(0.645476756204671)=
0.0003258916940451dB.

































Sl. 4.15:Poloaj polova u s-ravni modifikovanih Jacobijevih filtara desetog ste-
pena mJCF+-73 (videti jednaqine (4.17)).
0.000623953096016dB. Kao optimalno rexee moe se smatrati prenosna funkija
2mJCF63(0.686057648399162)= 0.000013130689004dB koju karakterixu dva prib-
lino jednaka talasa. Ekstremum unetog slab	ea najblii granii propusnog
opsega je ujedno i maksimalna vrednost unetog slab	ea u propusnom opsegu.
Treba napomenuti da pored vixestruke nule u koordinatnom poqetku prenosna
funkija ima jox tri frekvenije u propusnom opsegu filtra na kojima uneto
slab	ee ima nultu vrednost. Na tim frekvenijama prenos snage od generatora
do potroxaqa je maksimalan, a oset	ivost na toleranije elemenata ima nultu
vrednost.
Sve tri prenosne funkije imaju priblino isti nagib karakteristike
slab	ea na graniqnoj frekvrniji propusnog opsega. Numeriqke vrednosti se
nalaze u Tabeli 4.5. Sa porastom unetog slab	ea raste vrednost kako kritiqnog
Q-faktora tako i nagib karakteristike slab	ea na granii propusnog opsega.
Na Sli 4.17 prikazani su povratni gubii za sve tri aproksimaione funkije.
Najmai maksimalni povratni gubitak, −55.194974524dB, ima prenosna funkija
koju karakterixe 2mJCF73(ω). Povratni gubii imaju tri ekstremalne vrednosti
od kojih je maksimalna najblia granii propusnog opsega. Kod optimalnog rexea
ekstremalne vrednosti su na istom nivou, kao xto je to sluqaj kod Chebyshev	evog
filtra. Sa slike 4.17 se moe zak	uqiti da je prenosna funkija 2mJCF73(ω)
najblia optimalnom rexu.




















































































Sl. 4.16:Frekvenijski odzivi modifikovanih Jacobijevih filtara desetog stepena
mJCF+-73 (videti jednaqine (4.17)).
istike filtara desetog stepena, mJCF+-73, u vremenskom domenu, a to su odzivi
filtara na odskoqnu jediniqnu funkiju i impulsnu (Dirakovu) funkiju, re-
spektivno. Odzivi su nartani prmenom programskog paketa MATLAB
R©
.
Sva tri odziva filtra na jediniqnu odskoqnu funkiju su priblino
isti. Karakterixe ih znaqajno premaxee koje, za 2mJCF73 filtar, iznosi
18.5494406620870%. Veliko premaxee uvek prati vreme smirivaa koje dugo traje.
Razlika u kaxeeu signal je zanemar	iva.
Impulsni odziv linearnog vremenski nepromen	ivog (LTI) sistema [44℄ moe
odrediti inverznom Laplasovom transformaijom funkije prenosa Hn(s). Uko-
liko je poznat impulsni odziv LTI sistema, odziv na proizvo	nu pobudu se moe
dobiti konvoluijom pobudnog signala i impulsnog odziva.
4.3 Zak	uqak
Sinteza polinomskih analognih lanqanih filtara opisana je u ovom poglav	u.
Seed funkije su modifikovani Jacobijevi polinomi. Optimizaija karakteris-
tika laqanih filtara moe se vrxiti na dva naqina:
1. Sve seed funkije imaju iste parametre α i β. Postupak optimizaije je isti






































Sl. 4.17:Povratni gubii modifikovanih Jacobijevih filtara desetog stepena
mJCF+-73 (videti jednaqine (4.17)).
2. Seed funkije imaju proizvo	ne parametre α i β. U ovom sluqaju postoji
veliki broj mogunosti za optimizaiju zadate karakteristike filtra.
U ovom poglav	u funkija i	a je minimizaija povratnh gubitaka. Postupak
je deta	no objaxen na primerima lanqanih funkije sa dve seed funkije sa
razliqitm parametrima α β. Za prvu seed funkiju usvojen je trei stepen, a druga
seed funkija ima proizvo	an stepen kojim se moe podexavati stepen filtra.
Pokazano je da se pogodnim izborom parametara α i β mogu podexavati povratni
gubii. Smaivae povratnih gubitaka se postie poveaem stepena filtra,
tako da ostale znaqajne karakteristike filtra pretrpe male promene.
Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije sedmog, osmog i devetog stepena, za
aproksimaiju prenosnih funkija polinomskih filtara, poloaj polova u kom-
pleksnoj ravni je prikazan na Slii 4.20, sa optimalnom vrednoxu povratnih



















































Sl. 4.18:Odzivi mJCF+-73filtara desetog stepena na odskoqnu jediniqnu funkiju
(videti jednaqine (4.17)).
Normalizovano vreme, s



































Sl. 4.19:Odzivi mJCF+-73 filtara desetog stepena na impulsnu (Dirakovu)
funkiju (videti jednaqine (4.17)).
Na Slii 4.20 se moe uoqiti da sva tri filtra, mada su razliqitog stepena,
imaju priblno iste kritiqne Q-faktore pola. Moe se zak	uqiti da se sa poras-
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tom stepena prenosne funkije filtra oset	ivost na toleranije elemenata ostaje
priblino ista.
Realni deo
















Sl. 4.20:Poloaj polova mJCF+ filtara sedmog, osmog i devetog stepena sa opti-
malnim povratnim gubiima.
Povratni gubii za sve tri aproksimaije imaju po tri maksimuma u propusnom
opsegu filtra i ih odreÆuje lanqana funkija. Prva lnqana funlija je sedmog
stepena i ima sedam nula u intervalu konvergenije od kojih je jedna u koordinatnom
poqetku, jer je lanqana funkija proizvod parne i neparne seed funkije.
Druga lanqana funkija ima dvostruku nulu u koordinatnom poqetku jer seed
funkije petog i treeg stepena imaju po jednu prostu nulu u koordinatnom poqetku.
Dakle, postoji sedam nula u intervalu konvergenije.
Seed funkija xestog stepena u treoj lanqanoj funkiji ima qetiri realne
nule i jednu kougovano kompleksnu nulu i u zbiru sa seed funkijom treeg
stepena ima sedam realnih nula u intervalu konvergenija. Prema tome, sve tri
lanqane funkije imaju xest ektremalnih taqaka u intervalu ortogonalnosti
[−1,1] Na Slii 4.22 prikazane su sve tri lanqane funkije (??), i moe se uoqiti
da sve tri lanqane funkije imaju isti broj ekstremalnih taqaka.
Prenosna funkija desetog stepena se sastoji od seed funkija sedmog i treeg





3 (ω) ima sedam realnih nula u intervalu ortog-
onalnosti, a u koordinatnom poqrtku je dvostruka nula jer su obe seed funkije

























Sl. 4.21:Optimalni povratni gubii filtara sedmog, osmog i devetog stepena.
nulu. Dakle, lanqana funkija ima xest ektremalnih taqaka. Na ovaj naqin se
moe dobiti jox mae povratno slab	ee, a da karakteristike u usta	enom stau
pretrpe male promene.
Karakteristike u usta	enom stau modifikovanih Jacobijevih lanqanih fil-
tara sedmog, osmog i devetog , prikazanih na Slii 4.23, ne razlikuju se znaqajno.
Slab	e u propusnom opsegu je veoma malo za sve tri aproksimaije, mae od 2mdB.
Mogu se uoqiti dva talasa sa jednakim amplitudama u blizini granie propusnog
opsega. Karakteristika grupnog kaxeea je monotona u propusnom opsegu. Moe
se uoqiti priblino poklapae sve tri karakteristike grupnog kaxea.
Primetna je razlika izmeÆu karakteristika slab	ea jedino u nepropusnom
opsegu. Poxto se prenosne funkije razlikuju za jedan stepen, to se ihov asimp-
toki nagib (n20 dB/dek) razlikuja za 20 dB/dek.
Radi poreÆea, u tabeli 4.6 je dat prikaz najvanijih parametara modifiko-
vanih Jacobijevih lanqanih filtara, qiji su povratni gubii i karakteristike u
usta	enom stau prikazani na slikama 4.20, 4.21 i 4.23, jer se sa slika ne mogu
preizno oqitati.
Kritiqni Q-fator je porastao sa vrednosti 3.68740238307 za sedmi stepen fil-
tra, na vrednost 4.05308794441 za deveti stepen filtra. I da	e ima malu vrednost,



















Sl. 4.22:Modifikovane Jacobijeve lanqane funkije sedmog, osmog i devetog stepena









































































Tab. 4.6:Faktor dobrote kritiqnog para polova Qc, faktor nagiba S F, maksimalna
vrednost povratnih gubitaka u propusnom opsegu filtra RLmax i devijaija
grupnog kaxea ∆τ, modifikovanih Jacobijevih lanqanih filtara.
Karakteristika
Modifikovani Jakobijevi lanqani filtri
mJCF-43 mJCF-53 mJCF-63
Qc 3.68740238307 3.82338609287 4.05308794441
S F 11.684402641 12.0786932339 12.7969212642
RLmax, dB −34.3038003122 −44.9589777931 −49.7666262453
∆τ,% 37.3185775671 36.8605267455 37.0030555193
tokog nagiba usled porasta stepena filtra. Nivo povratnih gubitaka je smaen
za priblino deset dB sa poveaem stepena filtra od sedam na osam, odnosnao za
pet dB sa poveaem stepena filtra od osam na devet. Odsupae grupnog kaxea
od srede vrednosti
1
, ili devijaija grupnog kaxea, za sve tri aproksimaije
je priblino isto.
Sledee poglav	e sadri pasivnu LC realizaiju modifikovanih Jacobijevih
lanqanih filtara.
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a osnovu izabrane prenosne funkije, realizuje se pasivna LC mrea filtra
sa idealnim elementima. Pasivna LC mrea sa idealnim elementima imple-
mentira prenosnu funkiju datu aproksimaijom u vidu raionalne funkije. Po-
stoji potpuno poklapee izmeÆu prenosne funkije LC mree i prenosne funkije
dobijene aproksimaijom. Idealni elementi koji se koriste su otpornik, kalem,
kondenzator, transformator, sekija voda, spregnuti vodovi itd.
Prenosna funkija filtra propusnika niskih frekvenija, kao i filtra pro-
pusnika opsega i nepropusnika opsega frekvenija, dobijena postupkom aproksi-
maije realizuje se kao pasivne mrea sa dva pristupa u vidu lestviqastih LC
mree bez gubitaka. Opxti oblik xeme filtra sa dva pristupa prikazan je na
Slii 5.1. To je dvostruko zatvorena mrea i najqexe se koristi kod predstavl-
jaa filtara. Na ulazu mree je generator rezistivne unutraxe impedanse RG, a
na izlazu potroxaq takoÆe rezistivne impedanse RL.  ihove impedanse su najqex-
e meÆusobno jednake da bi se obezbedio prenos maksimalni snage od generatora do

















Sl. 5.1:Opxti oblik pasivne LC mree sa dva pristupa.
Uobiqajeno je da se prvo realizuje prototip filtra propusnika niskih frekven-
ija, a zatim denormalizaijom dobiju vrednosti realnih elemenata koje je potrebno
implementirati da se ispune postav	eni zahtevi. Realizaija filtara propusnika
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visokih frekvenija, kao i filtara propusnika opsega i filtra nepropusnog opsega
frekvenija zasniva se na frekvenijskim transformaijama prototipa niskih
frekvenija u odgovarajui propotip filtra propusnika visokih frekvenija,
filtra propusnika opsega ili filtra nepropusnika opsega frekvenija i denor-
malizaiji. Prenosnu funkiju allpass filtara nije mogue realizovati lestviqas-
tom LC mreom, pa e se za ihovu realizaiju koristiti pasivne rexetkaste LC
mree.
Neka su PG(ω) i PL(ω) aktivne snage na ulazu i izlazu pasivne LC mree
prikazane na Slii 5.1, respektivno. Maksimalna snaga na ulazu u pasivne LC













Kvadrat modula prenosne funkije mree sa dva pristupa je odnos snage na
























Otpornost generatora, RG, uzima se za referentnu otpornost, a uneto slab	ee je
IL = −10log10(PL/PGmax).
5.1 Darlingtonova realzaija
Primer dvostruko zatvorene mree je lestviqasta LC mrea prikazana na
Slii 5.3, koja se sastoji od rednih i paralelnih elemenata sa jednim pristupom
(kalem, kondenzator, redna/paralelna veza kalema i kondenzatora). Za ovu mreu
se kae da je kanoniqna, jer za dati stepen prenosne funkije sadri najmae el-
emenata (kalemova i kondenzatora). Pored toga za ovu mreu vai da je najmae
oset	iva na toleranije elemenata.
Koefiijent refleksije Γ11( jω) na ulaznim krajevima filtra odreÆuje se iz
uslova da je mrea pasivna i bez gubitaka PL(ω) ≤ PG(max)(ω)
|Γ11( jω)|2 = 1− |Hn( jω)|2 (5.5)
85
5.1.Darlingtonova realzaija





Koefiijent refleksije na ulazim krajevima Γ11(s) je u relaiji sa ulaznom





gde je s = σ+ jω. Potrebno je odrediti koefiijent refleksije Γ11(s) u s-ravni.
Polovi i nule koefiijenta refleksije u s-ravni Γ11(s) se odreÆuju tako
xto se najpre izvrxi analitiqko produee modula koefiijenta refleksije
|Γ11( jω)|2ω=− js = Γ11(s)Γ11(−s) na elu kompleksnu ravan smenom ω = − js, a zatim se
selekijom polova i nula koji se nalaze u levoj poluravni, kompleksne s ravni,
formira koefiijent refleksije minimalne faze Γ11(s). Treba imati u vidu da
poloaj nula u s-ravni nije ograniqen. Nule na imaginarnoj osi su dvostruke pa
je u tom sluqaju izbor nula jednostavan. Na Slii 5.2 prikazan je poloaj polova
i nula koefiijenta refleksije modifikovanog Jacobijevog lanqanog filtra
mJCF-712 sa parametrima α = −0.5 i β = 0.5.
Realni deo
















Sl. 5.2:Poloaj nula i polova kvadrata modula koefiijenta refleksije
|Γ11( jω)|2ω=− js = Γ11(s)Γ11(−s) u komplesnoj s-ravni.







Realizaija pasivne LC mree sa dva pristupa zasniva se na realizaije ulazne
impedanse (5.8) sa predznaima + u brojite	u i − u imenite	u ili − u brojite	u
i + u imenite	u rezultuju dualnim mreama. Dovo	no je posmatrati jedan od ova
dva sluqaja. Vrednosti elemenata odreÆuje se razvojem ulazne impedanse Zin(s), ili
ulazne admitanse Yin(s), u verini razlomak usvajaem da normalizovana vrednost









Moe se uoqiti da je prvi element kalem xto znaqi da sinteza LC lestviqaste
mree poqie sa ekstrakijom pola ulazne impedanse u beskonaqnosti. Dakle, el-
ementi sa neparnim indeksima su kalemovi a elementi sa parnim indeksima su
kondenzatori. Na ovaj naqin se realizuje mrea sa minimalnim brojem konden-
zatora. Ova mrea naziva se kanoniqka jer za dati stepen aproksimaije sadri
minimalan broj dinamiqkih elemenata.
Za n neparno, gn je kalem a gn+1 otpornost potrowa RL, meÆutim za n parno,
gn je kondenzator a gn+1 je provodnost potroxaqa 1/RL. Za parne redove filtra






gde je ρ = εφn(0), a φn(0) je vrednost karakteristiqne funkije u koordinatnom
poqetku. Ukoliko je φn(0) , 0 pasivna LC mrea se ne moe realizovati izmeÆu
jednakih otpornika, RG , 1. Za φn(0) = 0, xto je u sluqaju kada je stepen filtra
neparan, ili kada lanqana funkija ima bar jednu seed funkiju neparnog stepena,
dobija se da je ρ = 0 xto daje RL = 1.











U ovom sluqaju je prvi element kondenzator, a realizovana mrea ima mini-
malni broj kalemova. Elementi sa neparnim indeksima su kondenzatori a elementi
sa parnim indeksima su kalemovi. Za n parno, gn je kalem a gn+1 otpornost potrowa
RL, meÆutim za n neparno, gn je kondenzator a gn+1 je provodnost potroxaqa 1/RL.
Listing MATLAB
R©
rutine za izraqunavae elemenata lestviqaste LC mree K_f2LC
dat je u dodatku B.
5.1.1 Pasivna LC lestviqasta realizaija lanqanih fitara
Na Slii 5.3 prikazana je realizaija LC pasivne mree sa dva pristupa parnog
stepena, a u Tabelama 5.1 i 5.2 normalizovane vrednosti elemenata filtara deve-
tog i desetog stepena, jer je realizaija zasnovana na prototipskoj funkiji (4.4).


















Sl. 5.3:Pasivna LC mrea parnog stepena sa dva pristupa, prvi element je redni
kalem, koja realizuje prototipsku prenosnu funkiju propusnika niskih
frekvenija.
Filtri mJCF-531 i mJCF-640 imaju najmai nivo povratnih gubitak u odnosu
na ostale filtre istog stepena. Pored vrednosti elemenata koji su tabelirani sa
12 ifara, tabele 5.1 i 5.2 sadre kritiqni Q-faktor pola, odnos maksimalne i
minimalne vrednosti elementa i zbir vrednosti elemenata .
Analizom Tabela 5.1 i 5.2 moe se zak	uqiti sledee:
1. Lanqani filtri neparnog reda i lanqani filtri parnog reda koji sadre bar
jednu seed funkiju neparnog reda xto rezultira da je φ(0)= 0 pa se navedene
LC pasivne mree mogu realizovati izmeÆu jednakih otpornika, RG = RL = 1,
kao sto su filtri mJCF-910 i mJCF-721.
2. Poxto je karakteristiqna funkija puni kvadrat modifikovane Jacobijve
lanqane funkije (4.2), to su LC pasivne mree simetriqne, gi = gn+1−i,
i = 1,2, . . . , ⌊n/2⌋, gde je ⌊·⌋ zaokruivae na mai eo broj, kada je RG = RL.
Prinipom superpoziije [27℄ ovakva mrea se moe predstaviti zbirom dve
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Tab. 5.1:Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konentrisanim
parametrima devetog stepena za realzaiju mJCF filtra sa parametrima
α = −0.5 i β = 0.0.
Elementi gi
Vrednosti elemenata mJCF filtara za n = 9.
mJCF-810 mJCF-711 mJCF-531
g1 1.19108198411 0.876934756171 0.846904667415
g2 1.77175784441 1.7941374446 1.6325629403
g3 1.90827020887 1.87709721653 1.8372548412
g4 1.94468958817 1.93175569588 2.00804999152
g5 1.95312900114 1.94372233555 1.91290684642
g6 1.94468958817 1.93175569588 2.00804999152
g7 1.90827020887 1.87709721653 1.8372548412
g8 1.77175784441 1.7941374446 1.6325629403
g9 1.19108198411 0.876934756171 0.846904667415
g10 1.0 1.0 1.0
Qc 13.2294713057 10.5276250949 7.56885639429
gmax/gmin 1.95312900114 2.2164959501 2.37104607966
∑9
i=1 gi 15.5847282523 14.9035725619 14.5624517273
Tab. 5.2:Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konentrisanim
parametrima desetog stepena za realzaiju mJCF filtra sa parametrima
α = −0.5 i β = 0.5.
Elementi gi
Vrednosti elemenata mJCF filtara za n = 10.
mJCF-910 mJCF-721 mJCF-640
g1 0.849028734989 0.637350759569 0.726044199091
g2 1.66458781753 1.48083895295 1.50687714157
g3 1.87886468584 1.83701454243 1.84384316547
g4 1.94235098449 1.92673706437 1.9009049296
g5 1.9619939492 1.95534310202 2.0235271579
g6 1.9619939492 1.95534310202 1.91115356606
g7 1.94235098449 1.92673706437 2.01267591362
g8 1.87886468584 1.83701454243 1.74144805874
g9 1.66458781753 1.48083895295 1.59547975303
g10 0.849028734989 0.637350759569 0.685724406906
RL = g11 1.0 1.0 1.05879882906
Qc 10.7637705851 7.71936117744 7.58887388074
gmax/gmin 2.31086872369 3.06792307479 2.95093354928
∑10
i=1 gi 16.5936523441 15.6745688427 15.947678292
mree - jednom u kojoj su pristupi pobuÆeni signalima amplitude VG/2 koji
su u fazi (parna pobuda), i drugom u kojoj su pristupi pobuÆeni signalima
89
5.1.Darlingtonova realzaija
iste amplitude VG/2 ali suprotne faze (neparna pobuda). U prvom sluqaju je
u ravni simetije pristupnr taqke su otvorene, a u drugom sluqaju su u kratkoj
vezi. Za mreu sa dva pristupa sa neparnom pobudom se moe rei da se sas-
toji od dve identiqne mree sa jednim pristupom qiji je drugi pristup kratko
spojen.
3. Simetriqne pasivne mree su mae oset	ive na toleranije elemenata od
onih koje to nisu.
4. Kada se za realizaiju LC pasivne mree koriste elementi sa raspodel-
jenim parametrima, na primer mikrotalasni filtri u tehnii mikrotalas-
nih vodova, potrebno je da odnos gmax/gmin bude xto je mogue mai jer e u
tom sluqaju fiziqke dimenzije elemenata biti priblino jednake, xto moe
znatno da olakxa implementaiju. Najpriblinije dimenzije maksimalnog
i minimalnog elementa filtra ima mJCF-81 filtar u odnosu na druga dva
filtra iz tabele 5.1 i mJCF-811 filtar iz tabele 5.2 u odnosu na druga dva.
5. Zbir vrednosti elemenata filtra odreÆuje dimenzije LC pasivne mree kad
se za realizaiju koriste raspode	eni parametri, na primer, vodovi. U ovom
sluqaju mJCF-531 filtar devetog stepena i mJCF-721 filtar desetog stepena
imaju najmau fiziqku dimenziju u odnosu na druga dva filtra iz Tabele 5.1
i Tabele 5.2, respektivno. Moe se zak	uqiti da filtri koji imaju najmai
odnos maksimalne i minimalne vrednosti elemenata nemeju u isto vreme i
najmau vrednost zbira vrednosti elemenata.
6. Kritiqni par polova Qc predsta	a meru oset	ivosti prenosne funkije
lesviqaste LC mree u odnosu na toleranije elemenata gi. Najveu osetlivost
imaju mJCF-810 filtar devetog stepena i filtar mJCF-910 desetog reda, jer
ima najvei kritivni Q-faktor.
Polazei od lestviqaste LC mree, moe se izvesti realizaija sa seki-
jama vodova. Realizaija sa idealnim elementima moe sadrati kako elemente
sa konentrisanim parametrima tako i elemente sa raspode	enim parametrima -
vodovima. MeÆutim, realizaija sa vodovima daje drugaqiji frekvenijski odziv u
poreÆeu sa odzivom polazne prenosne funkije, a zbog periodiqnog ponav	aa
frekvenijskog odziva sekija vodova sa frekvenijom, jav	aju se i nee	eni
frekvenijski opsezi.
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5.1.2 Realizaija prenosnih funkija sa redukovanim
povratnim gubiima
Filtarsko kolo visokih performansi karakterixe se malim unetim slab	eem,
visokim povratnim gubiima, dobrim faktorom dobrote i dobrom selektivnoxu
opsega xto je veoma texko ostvariti. Ponaxae mrea sa dva pristupa u mikrota-
lasnoj elektronii najqexe se opisuje pomou koefiijenata refleksije i trans-
misije koji definixu koji deo snage se prenosi sa ulaza na izlaz.
Prvi korak u projektovau filtra, formirae niskopropusnog prototipa
na osnovu zadatih speifikaija filtra, je opisan u predhodnim poglav	ma.
Graniqna kruna frekvenija niskofrekvenijskog prototipa je jednaka jedinii.
Druge filtarske funkije (propusnik niskih frekvenija, propusnik visokih
frekvenija, propusnik opsega frekvenija i nepropusnik opsega frekvenija) do-
bijaju se frekvenijskim transformaijama prototipskog filtra. Naredni ko-
rak jeste formirae prototipa elektriqnog kola (pasivne lesviqaste LC mree)
koji slui kao osnova za fiziqku realizaiju filtra. Naime, karakteristiqne
funkije prototipskih filtara bazirani su na elementima kola sa konentrisanim
parametrima. Ove konfiguraije predstav	aju vezu izmeÆu filtarske funkije i
fiziqke realizaije filtra. Klasiqna metoda podrazumeva formirae ABCD ma-
trie iz prototipskih filtara koji su bazirani na elementima sa konentrisanim
parametrima iz koje se potom ekstrahuju elementi mikrotalasnih kola.
U Tabeli 5.3 date su vrednosti elemenata gi lestviqaste LC mree polinom-
skih filtara sedmog osmog i devetog stepena kod kojih je izvrxena optimizaija
povratnih gubitaka. Sve tri modifikovane Jacobijeve lanqane funkije date su
jednaqinom (4.18) na stranii 75. Pripadajui povratni gubii i odzivi u ustal-
jenom stau prikazani su na slikama 4.21 i 4.23 koje se nalaze na straniama 78 i 79,
respektivno. Radi bo	eg uvida u karakteristike filtara, u tabeli su ponovo date
vrednosti kritiqnog Q-faktora pola i maksimalne vrednist povratnih gubitaka.
Kao i xto se moglo oqekivati, sa porastom stepena filtra raste odnos maksi-
malne i minimalne vrednosti elemenata kao i zbir vrednosti elemenata.
5.2 Filtar propusnik opsega frekvenija
Projektovae filtra propusnika opsega frekvenija zasniva se na transforma-
iji niskofrekvenijskog prototipa u filtar propusnik opsega freekvenija.
Funkija preslikavaa kojom se prenosna funkija filtra propusnika niskih
frekveniaja iz s-domena prevodi u prenosnu funkiju filtra propusnika opsega
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Tab. 5.3:Vrednosti elemenata pasivne LC lestviqaste mree sa konentrisanim
parametrima prototipskih mJCF+ filtara propusnika niskih frekveni-
ija sedmog, osmog i devetog stepena sa redukovanim povratnim gubiima.
Elementi gi
Vrednosti elemenata mJCF filtara.
mJCF+-43 mJCF+-53 mJCF+-63
g1 0.733346275877 0.579044908539 0.474922933155
g2 1.56519643044 1.41255688232 1.25687870992
g3 1.90548228968 1.81065738422 1.70804380174
g4 1.95261043191 1.96052114385 1.92256273291
g5 1.90548228968 1.96052114385 1.98102141158
g6 1.56519643044 1.81065738422 1.92256273291
g7 0.733346275877 1.41255688232 1.70804380174
g8 1.0 0.579044908539 1.25687870992
g9 1.0 0.474922933155
g10 1.0
Qc 3.68740238307 3.82338609287 4.05308794441
RLmax, dB −34.3038003122 −44.9589777931 −49.7666262453
gmax/gmin 2.66260359689 3.38578427154 4.17124816109
∑10
i=1 gi 10.3606604239 11.5255606379 12.705837767







gde je Bw = ωu−ωl xirina propusnog opsega, ωu i ωl su graniqne frekvenije fil-
tra propusnika opsega frekvenija, a normalizujua frekvenija ω0 treba da bude
geometrijska sredina graniqnih frekvenija ω0 =
√
ωlωu. Usvaja se da je ω0 = 1, te




Pretpostavimo da je prototipska prenosna funkija polinomskog filtra prous-



















gde je ωp grania propusnog opsega prototipskog filtra, ω0 =
√
ωlωu entralna kruna frekven-
ija i Bw = (ωu−ωl)/ω0 relativna xirina propusnog opsega.
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Preslikavaem filtra propusnika niskih frekvenija (5.13) u filtar propusnik




















Na slikama 5.4 i 5.5 prikazani su povratni gubii i frekvenijske karakter-
istike filtra propusnika opsega frekvenija, respektivno.
Normalizovana frekvencija, ω



















Sl. 5.4:Povratni gubii filtra propusnika opsega frekvenija qetrnaestog ste-
pena izvedenog iz niskofrekvenijskog prototipa sedmog stepena mJCF+-43.
Preslikavaem mJCF+-43 filtra sedmog stepena propusnika niskih frekven-
ija primenom formule (5.14) dobijena je prenosna funkija filtra propusnika
opsega frekvenija. Normalizovana vrednost gore graniqne frekvenije je ωu =
1.5, a doa graniqna frekvenija je ωl = 1/ωu = 2/3. MATLAB
R©
funkija lp2bp,
primeena na funkiju (5.14), vraa koefiijente prenosne funkije filtra pro-
pusnika opsega frekvenija. Rezultujua prenosna funkija je qetrnaestog stepena
i ima nulu sedmog reda u koordinatnom poqetku.
Polazei od vrednosti elemenata prototipa filtra propusnika niskih
frekvenija gi sa normalizovanom otpornoxu izvora RG = 1 i normalizovanom
graniqnom ugaonom frekvenijom ωp = 1, mogu se odrediti normalizovane vrednosti
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Normalizovana frekvencija, ω





































































Sl. 5.5:Uneto slab	ee i grupno kaxeje filtra propusnika opsega frekvenija
qetrnaestog stepena izvedenog iz niskofrekvenijskog prototipa sedmog ste-
pena mJCF+-43.
elemenati filtara propusnika opsega frekvenija, primenom funkije preslika-
vaa (5.12) i denormalizaijom frekvenije i impedanse. Koristiemo dualnu
mreu kod koje je prvi element g1 paralelni kondenzator. Vrednosti elemenata su
dati u Tabeli 3.1. U paralelnim granama su elementi sa neparnim indeksima, dok
su rednim granama elementi sa parnim indeksima.
Preslikava se filtar propusnik niskih frekvenija mJCF+-43 u filtar pro-
pusnik opsega frekvenija. Preslikavaem paralelnog kondenzatora g2i−1 = c2i−1
i rednog kalema g2i = ℓ2i dobijaju se paralelna veza kalema i kondenzatora i redna





























Moe se uoqiti da je proizvod induktivnosti i kapaitivnosti svake grane kon-
stantan (za rednu granu je ℓ2i/Bw × Bw/ℓ2i = 1, za paralelnu granu je c2i−1/Bw ×
Bw/c2i−1 = 1) i jednak normalizujuoj frekveniji ω0 = 1.
Na Slii 5.6 prikazana je prototipska pasivna LC mrea sa dva pristupa za re-
alizaiju filtra propusnika opsega frekvenija izvedena iz niskofrekvenijskog
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prototipa mJCF+-43.
ℓ1 ℓ3 ℓ5 ℓ7c1 c3 c5 c7








Sl. 5.6:Pasivna LC mrea sa dva pristupa za realizaiju filtra propusnika
opsega frekvenija dobijena preslikavaem prototipa polinomskog mJCF+-
43 filtra.
Potrebno je realizovati filtar mJCF+-42 propusnik opsega frekvenija
lestviqastom LC mreom sa RL = RG = 75Ω, sa sledeim speifikaijama: graniqne
frekvenije propusnog opsega su Fl = 4/3 GHz i Fu = 3 GHz. Maksimalno dozvo	eno
slab	ee u propusnom opsegu je amax = 3 dB.
Normalizujua kruna frekvenija je F0 =
√
FlFu = 2 GHz. Normalizaijom
sa F0 dobija se normalizovana vrednost propusnog opsega, Bw = (Fu −Fl)/F0 = 5/6.
Normalizovene vrednosti prototipskog filtra propusnika niskih frekvenija se
nalaze u Tabeli 5.3. Normalizovane vrednosti prototipskog filtra propusnika
opsega frekvenija izraqunavaju se pomou izraza (5.15).
Vrednosti elemenata traenog filtra propusnika opsega frekvenija dobijaju
se denormalizaijom normalizujuom krunom frekvenijom Ω0 i normalizainom
otpornoxu R0= RG normalizovanih vrednosti filtra propusnika opsega frekven-




























U Tabeli 5.4 date su vrednosti elemenata pasivnog LC filtra propusnika opsega
frekvenoija sa Slike 5.6.
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Tab. 5.4:Vrednosti elemenata LC mree filtra propusnika opsega frekvenija
F0 = 2 GHz, Fl = 4/3 GHz, Fu = 3 GHz i R0 = 75Ω.
i 1 2 3 4
C2i−1, pF 0.9337255 2.4261353 2.4261353 0.9337255
L2i−1, nH 6.7820511 2.6101487 2.6101487 6.7820511
C2i, pF 0.5649094 0.4528267 0.5649094
L2i, nH 11.2098932 13.9845419 11.2098932
Impedansa kalema (L) iznosu ZL = jωL, a impedansa kondezatora je ZC = − j/ωC.
Za jednosmernu struju kalem predstav	a kratak spoj, a kondenzator prekinutu vezu.
Drugim reqima, na nultoj frekveniji impedanse kalema i kondenzatora imaju
minimalnu i maksimalnu vrednost, respektivno. Redna rezonantna frekvenija
u rednoj grani i paralelna rezonantna frekvenija u paralelnoj grani imaju istu
vrednost f0 = 1/(2π
√
LC).
5.3 Realizaija kaskadom sekija vodova
Za usvojenu aproksimauju, koja zadovo	ava zadatu speifikaiju, najpre se re-
alizuje elektriqna xema filtra sa idelanim elementima. Idealni elemnti su
kondenzator, kalem, otpornik, transformator, sekija voda i spregnuti vodovi.
Vodovi naqieni u tehnii xtampanih veza nazivaju se planarni vodovi jer se
provodnii vodova nalaze u jednoj ili vixe ravni. Mikrotrakasti vod je najjed-
nostavniji planarni vod. Jedan vod je u obliku tanke trake, a drugi vod je metalna
folija sa druge strane dielektriqne ploqe. Kao provodni najqexe se koristi
bakar, a za podlogu razliqite vrste dielektrika. Na Slii 5.7 prikazana je jedna
mikrostrip linija. Prema oznakama na slii, parametri voda su: w - xirina trake
signalnog provodnika, t - deb	ina metalizaije, h - deb	ina supstrata, εr - rela-
tivna permitivnost dielektrika supstrata. Pretpostav	a se da se vod nalazi u
vakuumu, pa parametri okolne sredine odgovaraju onima za vakuum, εr = 1.
Mikrotrakasti vod ima nehomogen dielektrik. Za praktiqnu primenu mogu se
koristiti formule efektivnu permitivnost, εre, i karakteristiqnu impedansu, Zc,
dobijene interpolaijom i aproksimaijom eksperimentalnih rezltata. Na primer,
za efektivnu relativnu permitivnost εre mogu se koristiti sledei obrasi [33℄
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gde je εr relativna permitivnost substrata.
Za izraqunavae karakteristiqne impedanse trakastog voda mogu se koristiti



























































gde se log odnosi na prirodni logaritam.
Za praktiqnu primenu mogu se koristiti i sledee formule [33℄ za izraǔnavae






































































µ0/ε0 ≃ 376.730 313 461Ω je karakteristiqna impedansa slobodnog prostora,
a Zc je karakteristiqna impedansa voda: Zc,min ili Zc,max.
Lestviqasta realizaija filtara se moe zamisliti kao kaskadna sperga dve
vrste qetvoropola: prvu vrstu qini redna impedansa, a drugu paralelna admitansa.
Sekija idealnog voda moe se na jednoj frekveniji predstaviti ekvivalentnom
T- ili Π-mreom. Za analizu kaskadnih veza podesno je da se mikrotalasna mrea
opixe preko ABCD matrie koju karakterixu a-parametri ili prenosni parametri.



















gde je Θ elektriqna duina voda, a Zc karakteristiqna impedansa.
Ako je elektriqna duina voda mala, Θ≪ 1, elementi glavne dijagonale ABCD
matrie bie priblino jednaki jedinii, cosΘ ≃ 1. U tom sluqaju, sekija voda
priblino igra ulogu paralelnog kondenzatora, sinΘ ≃ Θ, Y = jYcΘ. Ako je karak-
teristiqna impedansa velika, sekija voda priblino igra ulogu rednog kalema,
sinΘ ≃ Θ, Z = jZcΘ.
Elektriqna duina voda je












gde je β = 2π/λg fazni koefiijent, d je fiziqka duina sekije, λg = λ0/
√
εre ta-
lasna duina voÆenog talasa na vodu, λ0= c0/ f , c0= 299 792 458m/s je brzina prosti-
raa talasa u vakuumu, ω = 2π f kruna frekvenija, L′ poduna induktivnost, C′
poduna kapaitivnost voda, Θ0 elektriqna duina voda na krunoj frekveniji
ω0 = 2π f0 i f je frekvenija.
Na slii 5.8 je prikazana pasivana LC mrea filtra propusnika niskih
frekvenija. koju qine redni kalemovi i paralelni kondenzatori. Svaki redni
kalem moe se zameniti kratkom sekijom voda velike karakteristiqne impedanse,
a svaki paralelni kondenzator kratkom sekijom voda male karakteristiqne
impedanse.
Neka su karakteristiqne impedanse sekija koje realizuju kalemove Zc,max, a
onih koje realizuju kondenzatore Zc,min. Moe se pokazati da je elektriqna duina
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VG
RG = 1 L2 L4 L6






Sl. 5.8:Pasivna LC mrea sa dva pristupa za realizaiju filtra propusnika
niskih frekvenija prototipa polinomskog mJCF+-43 filtra.













gde su ℓ (gi sa parnim indeksom) i c (gi sa neparnim indeksom) normalizovane vred-
nosti induktivnosti i kapaitivnosti kondenzatora i kalema realizovanog pro-






















, for i = 0,1, . . . , ⌊n/2⌋
ωcg2i
ZcHβH
, for i = 1,2, . . . , ⌊n/2⌋
(5.25)
gde je ⌊·⌋ zaokruivae broja na mai eo broj, βL =
√
εeL ωc/c0) i βH =
√
εeH ωc/c0).
Realizaija kaskadnom sekijom vodova filtra mJCF+-43 sa graniqnom
frekvenijom, koja je u isto vreme i normalizaiona frekvenija, fc = 1.5 GHz.
Pasivna LC mrea (prvi element je kondenzator) prikazana je na Slii 5.8, a nor-
malizovane vrednosti elemenata, gi, u Tabeli 5.5. Nominalne impedanse pristupa
su Z0 = 50 Ω. Otpornost generatora je RG = 50 Ω. Maksimalana impedansa sekije
je Zc,max = 120Ω, a minimalna je Zc,min = 20Ω. Filtar je realizovan na mikrostrip
substratu deb	ine h = 1.58 mm, qija realtivana permitivnost iznosi εr = 4.2.
Primenom jednaqine (5.18) za xirinu trake W1 = 11.2 mm dobija se minimalna
impedansa sekije Zc,min = 20.1178Ω, a za xirinu trake W2 = 0.427 mm, dobija se
maksimalna impedansa sekije Zc,max = 120,0353Ω.
Za izraqunavae elektriqnih duina sekija koriste se formule (5.20) i (5.24).
U Tabeli 5.5 su prikazane numeriqke vrednosti u stepenima. Poxto je elektriqna
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Tab. 5.5:Realizaija mikrotalasnog filtra propusnika niskih frekvenija u
tehnii trakastih vodova (N = 7).
Sekuja gi Zc,min/Zc,max (Ω) Θ0i = βdi (o) Wi (mm) di (mm)
1 0.7333463 19.9726 16.7841 11.3000 4.9263
2 1.5651964 119.9484 37.3824 0.4280 12.2467
3 1.9054823 19.9726 43.6107 11.3000 12.8002
4 1.9526105 119.9484 46.6352 0.4280 15.2780
5 1.9054823 19.9726 43.6107 11.3000 12.8002
6 1.5651964 119.9484 37.3824 0.4280 12.2467
7 0.7333463 19.9726 16.7841 11.3000 2.9784
8 49.9993 20.0000 3.1930 4.9263
duina voda β = 2π
√
εre/λ0 = 2π f
√
εre/c0, fiziqke duine vodova, di, se mogu lako
izraqunati, i tabelirane su Tbeli 5.5. Dakle, elemento ABCD matrize mogu se lako
izraqunati jer je Θi = β di.
Potrebno je dodati vodove uvodnike karakteristiqne impedanse Z0= 50Ω na ulaz




koja vraa EREF=3.2042 i Z0=49.9993. U osmoj vrsti Tabele 5.5 su podai koji
se odnose na vodove uvodnike.
5.3.1 Simulaija filtra realizovanog kaskadom sekija
vodova
Poxto stvarni filtar nije dostupan, alternativa koja preostaje je eksperiment
nad egovim surogatom u vidu modela. Model moe biti fiziqki i matematiqki.
Fiziqki model predstav	a umaenu varijantu stvarnog sistema. Dobra strana
fiziqkih modela je ihova oqiglednost, a mane su im ena i ograniqene mogunosti
primene. Nasuprot ima, matematiqki modeli predstav	aju skup kvantitativnih
i logiqkih zavisnosti qijim se rexavaem moe doi do odziva sistema pod datim
okolnostima. Zbog svoje fleksibilnosti, matematiqki modeli su daleko znaqa-
jniji za praktiqne primene [56℄, ali im je mana to xto po pravilu u opis sistema
uvode pojednostav	ea u vidu aproksimaija i zanemarivaa. Numeriqko rexa-
vae matematiqkog modela je raqunarska simulaija.
Kao xto je ranije napomenuto, sekija voda se na jednoj frekveniji moe
prikazati ekvivalentnom xemom koja se sastoji od kalemova i kondenzatora. Pore-
Æeem ABCD matria redne impedanse i paralelne admitanse mree sa dva pris-
tupa sa ABCD matriom sekije voda, mogu se odrediti parametri sekije voda za
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realizauju paralelne admitanse ili redne impedanse. Ako se napon i struja na
ulaznom pristupu izraze u funkiji napona i struje na izlaznom pristupu sekija

































































































gde je Θi = 2π f di
√
εre/c0 elektriqna duina i-te sekije na frekvneiji f . Elementi
matrie ABCD-parametara na glavnoj dijagonali su bez dimenzije, a elementi na
sporednoj dijagonali imaju dimenzije impedanse i admitanse, respektivno. Vezi-
vaem izlaznog pristupa jedne mree na ulazni druge mree dobija se kaskadna
veza dvie mree. Matria ABCD-parametara kaskadne veze dve mree jednaka je
proizvodu matria ABCD-parametara pojedinih mrea. Dakle ABCD matria fil-
tra, realizovanog kaskadom sekija vodova, dobija se mnoeem ABCD-matria sek-
ija vodova. Rezultat mnoea je ABCD matria filtra realizovanog kaskadom
sekija vodova.
Kada su u pitau mikrotalasni filtri, speifikaija se obiqno zadaje u vidu
speifikaija za parametre rasejaa (S -parametre). S parametrima opisuju se
relaije izmeu promen	ivih ai i bi, koje predstav	aju intenzitete direktnog i
reflektovanog talasa na i-tom prilazu mree [90℄
b1 =S 11a1+S 12a2
b2 =S 21a1+S 22a2
(5.27)
gde su S 11 i S 22 koefiijenti refleksija na ulazu i izlazu filtra, S 21 je koefi-
ijent prenosa (uneti gubii), a S 12 je koefiijent prenosa koji se dobija kada




































Za reiproqnu mreu, kao xto je pasivna LC mrea, vai AD−BC = 1, pa je S 12=
S 21. Reiproqna mrea je simetriqna kada vai A = D. Simetriqnost reiproqne
mree praktiqno znaqi da nije vano koji je pristup ulaz a koji izlaz. Pristupi
mogu da zamene mesta u kolu a da se frekvenijski i vremenski odzivi kola ne
promene.
Simulaioni model filtra se sastoji od kaskadne sprege elementarnih ABCD
qetvoropola. Te qetvoropole qine redna impedansa kalema odnosno paralelna
impedansa kondenzatora prema jednaqini (5.26). Konaqna ABCD matria fil-
tra je proizvod elementarnih ABCD matria. Dakle, poto je uneto slab	ee
IL = 20log10(|S 21( jω)|) i povratni gubii na ulazu filtra RL = 20log10(|S 11( jω)|).
Povratni gubii na izlazu filtra mogu se takoÆe jednostavno izraqunati.
U praksi se od opxtih matematiqkih softverskih alata qesto koristi MATLAB
R©
platforma. Za sloenije istraivaqke i ineerske probleme neophodni su
speijalizovani softverski alati za rexavae elektronskih kola, kao xto je, na
primer, softverski sistem ADS (engl. Advanced Design System) kompanije Agilent.
U Dodatku B dat je listing MATLAB
R©
programa i funkija za simulaiju fil-
tra propusnika niskih frekvenija mJCF+-43, sa graniqnom frekvenijom pro-
pusnog opsega 1.5GHz, realizovanog kaskadom sekija vodova. Relativna permi-
tivnos, εr = 4.2, deb	ina substrata h = 1.6mm i poqetne vrednosti za xirinu traka
preuzete su iz kige Davida Poara [61, str. 424℄. Na Slii 5.9 prikazani su
uneti gubii (levo) i povratni gubii (desno) dobijeni simulaijom realizaije
kaskadom sekija vodova.
Na istim slikama prikazani su uneti gubii i povratni gubii kad se fil-
tar realizuje idealnim elementima (aproksimaija). Primetno je dobro pokla-
pae simuliranih i idealnih karakteristika u propusnom opsegu i u nepropusnom
opsegu do frekvenije koja odgovara prvoj oktavi propusnog opsega filtra. Moe
se uoqiti da simulirani filtar pokazuje mae povratne gubitke od projektovanog
filtra, xto treba proveriti sloenijim sofrverom ili praktiqnom realizaijom.
Zbog periodiqnog ponav	aa frekvenijskog odziva sekija vodova sa frekveni-
jom, jav	aju se i nee	eni opsezi.
Na Slii 5.10 prikazan je izgled provodnika na xtampanoj ploqii (engl layout)
realizovanog filtra u razmeri 1:1. Ova relizaija je u literaturi poznata kao
stepped-impedane ili high-Z-low-Z realizaija.


















































Sl. 5.9:Uneti gubii (levo) i povratni gubii (desno) filtra propusnika niskih
frekvenija mJCF+-43 graniqne frekvenije fc = 1.5GHz, realizovanog





di = 75.224mm (5.30)
Karakteristiqna impedansa uvodnika je Zc = 50 Ω, tako da uvodnik na strani
potroxaqa moe da ima proizvol	nu duinu jer je zatvoren sa potroxaqem qija je
otpornost takoÆe 50Ω. To isto vai i za uvodnik na strani generatora.
5.4 Zak	uqak
U ovoj glavi je deta	no opisana realizaija modifikovanog Jacobijevog lanqanog
filtra mJCF+-43 u vidu pasivne LC lestviqaste mree. Napisana je MATLAB R©
funkija koja na osnovu zadate karakteristiqne funkije i maksimalnog slab	ea
u propusnom opsegu vraa elemente prototipske lesviqaste LC mere. Program
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Sl. 5.10:Izgled provodnika na xtampanoj ploqi (layout) filtra propusnika niskih
frekvenija mJCF+-43 graniqne frekvenije fg = 1.5 GHz, realizovanog
kaskadom sekija vodova na substratu εr = 4.2 i h = 1.6mm. Dimenzije su u
milimetrima.
se moe primenuti na bilo koju polinomsku karkteristiqnu funkiju bilo kojeg
stepena. Pored filtra propusnika niskih frekvenija, realizovan je i propusnik
opsega frekvenija.
Sa stanovixta oset	ivosti na toleranije elemenata pasivne LC lestviqaste
mree predstav	aju optimalno rexee, te se ove mree mogu koristiti za real-
izaiju mikrotalasnih filtara, za emulaiju aktivnih RC filtaram i za real-
izaiju digitalnih rekurzivnih filtara. MeÆutim, predloena klasa funkija
je, pre svega, nameena za realizaiju mikrotalasnih filtara.
Polazei od pasivne lestviqaste LC mree, realizovan je mikrotalasnih fil-
tar sa raspode	enim parametrima . Treba napomenuti da mree sa raspodel-
jenim elementima, pored delova vodova, talasovoda i rezonantnih xup	ina, mogu
sadrati i konentrisane elemente. Uvojena je realizaija kaskadom sekija
vodova. Pokazano je da mree sa sekijama vodova daju nexto drugaqiji odziv u
nepropusnom opsegu u poreÆeu sa izvedenom aproksimaijom, a zbog periodiqnog
ponav	aa frekvenijskog odziva sekija vodova sa frekvenijom, jav	aju se i
nee	eni opsezi.
Posebna paa je posveena simulaiji filtra prousnika niskih frekvenija
realizovanog kaskadom sekija vodova. U opxtem sluqaju, lestviqasta LC mrea
je kaskadna veza mrea sa dva pristupa koju qine redne impedanse i paralelne ad-
mitanse [88℄ [89℄. Sekija voda je na jednoj frekveniji prikazana ekvivalentnom
mreom koja se sastoji od kalema ili kondenzatora. PoreÆeem ABCD-parametara
matrie redne impedanse i ABCD-parametara matrie paralelne admitanse koje
qine konentrisani elementi filtra, sa ABCD-parametrima matrie sekije voda,
odreÆuju se parametri sekije voda. To znaqi da su konentrisani elementi mree
zameeni odgovarajuim modelima realnih komponenata, a pri tome treba imati u
vidu da one unose razliqite nesavrxenosti. Tako formirana mrea predstav	a
simulaioni model filtra. Napisan je MATLAB
R©
program za simulaiju reali-
zovanog filtra kaskadom sekija vodova. Rezultati simulaija pokazuju da pos-
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toju dobro slagae izmeÆu aproksimiranih i simuliranih karakteristika filtra.
Uneto slab	ee i povratni gubii dobijeni simulaijom neznatno odstupaju od
vrednosti koje su dobijene aproksimaijom.
Konaqno, prikazana je jedna od moguih realizaija filtra propusnika niskih
frekvenija, u tehnii trakastih vodova. Graniqna frekvenija filtra je fg =
1.5 GHz. OdreÆene su dimezije filtra.
Da bi uneto slab	ee, grupno kaxee i/ili povratni gubii zadovo	ili
speifiirane vrednosti, qesto je neophodno izvrxiti fino podexavae param-
etara simulaionog modela. TakoÆe, moe se izvrxiti sistemaka promena poje-
dinaqnih ili svih parametara simulaionog modela pomou neke numeriqke metode





doktorskoj disertaiji prikazani su rezultati istraivaa koja se odnose
na projektovaa lanqanih filtara, koje qini proizvod modifikovanih Ja-
cobijevih polinomi nieg stepena (seed funkije). Deta	no prikazani rezultati
istraivaa koja se odnose na aproksimaiju nove klase filtara sa priblino
ravnom amplituskom karakteristikom u propusnom opegu zasnovane na ortogonal-
nim Jacobijevim polinomima. Pored male vrednosti unetog slab	ea u propusni
opseg filtra ove filtre karakterixe i mali nivo povratnih gubitaka u propusnom
opsegu.
Poxto modifikovani Jacobijevi polinomi imaju dva slobodna parametra (dva
stepena slobode) to se ihovom promenom karakteristike filtra mogu podexavati
u xirokim graniama. Za projektovae modifikovanih Jacobijevih lanqanih fil-
tara mogu se koristiti dva naqina. Prvi naqin je da sve seed funkije imaju
iste paramatre. Tipiqni primeri ovakve lanqane funkije su Chebyshev	eve i
Legendreove lanqane funkije koje su speijalni sluqajevi predloenih lanqanih
funkija. Drugi naqin se razlikuje od prvog naqina po tome xto seed funkije
mogu imati razliqite vrednosti parametara u zavisnosti od speifikaija koje
treba realizovati.
Prvi naqin je znatno jednostavniji od drugog naqina jer se moe speifiirati
jedan parametar, a zatim karakteristike filtra podexavati drugim parametrom.
Kao poqetne vrednosti parametara treba uzeti ihove najmae vredost (Cheby-
shev	ev lanqani filtar) a zatim se promenom drugog parametra podexavaju karak-
teristike filtra. Drugi naqin ima znatno vei broj stepena slobode te ga treba ko-
ristiti kada je broj seed funkija mali - dve ili tri. U sluqaju dve seed funkije
imamo speijalan sluqaj prelazinih filtara: modifikovani Jacobijevi filtri-
modifikovani Jacobijevi filtri filtri. Speijalni sluqajevi ovih filtara su
sledei prelazni filtar: Chebyshev-Butterworthi [9℄, Chebyshev-Chebyshev [55℄,
Butterworth-Legendre [65, 74℄ i Ultraspherical-Ultraspherical [6℄. Nisu obuhvaeni
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prelazni filtri koji koriste tehniku interpolaije izmeÆu izabranih filtra
koju su predloili Peles i Murakami [59℄. Izabrani filtri su filtri sa kon-
stantnim grupnim kaxeem (na primer Besselov filtar) i selektivni filtar
(na primer, Butterworthiov filtar) [22℄.
Na kraju doktorske disertaije izvrxena je realizaija modifikovanog Ja-
cobijevog lanqanog filtra propusnika niskih frekvenija sedmog stepena sa op-
timalnom karakteristiom povratnih gubitaka. Usvojen je dizajn mikrotalasnog
filtra kaskadom sekija vodova. U disertaiji je prikazan i jedan bitan aspekt
projektovaa banke filtara koji je od znaqaja za ihovu implementaiju i eksper-
imentalnu verifikaiju odziva u usta	enom stau, a to je simulaija filtra re-
alizovanog kaskadom sekija vodova. U tu svrhu u dodatku B je priloen MATLAB
R©
skript simulaije.
6.1 Nauqni doprinosi disertaije
Iz dobijenih i verifikovanih rezultata objav	enih u relevantnim nauqnim qa-
sopisima, saopxtenim na meÆunarodnim i domaim konferenijama mogu se odred-
iti nauqni doprinosi doktorske disertaije, a to su:
1. Predloena je nova klasa filtara zasnovana na Jacobijevim polinomima. Poz-
nato je da se Jacobijevi polinomi ne mogu direktno primeniti za sintezu
filtarskih funkija. Jednostavnom modifikaijom generisani su modifiko-
vani Jacobijevi polinomi pogodni za sintezu filtarskih funkija. Ortogo-
nalni polinomi koji se najqexe koriste za sintezu filtarskih funkija, na
primer: Chebyshev	evi I vrste, Chebyshev	evi II vrste, Legendreovi i Gegen-
bauerovi, su speijalni sluqajevi modifikovanih Jacobijevih polinoma kada
parametri Jacobijevih polinoma imaju istu vrednost. Kada se jedan parametar
modifikovanih Jacobijevih polinoma zadrava konstantnim, a drugi param-
etar mea, dobijaju se prelazni filtri.
2. Na osnovu poznatih rezultata, koji se odnose na lanqane filtre, razmatrane su
teorijske pretpostavke koje se odnose na aproksimaiju lanqanih filtara mod-
ifikovanim Jacobijevim polinomima. Dokazano je da su publikovani Cheby-
shev	evi i Legenrovi lanqani filtri speijalni sluqajevi modifikovanih
Jacobijevijevih lanqanih filtara.
3. Pokazano je da oset	ivost grupnog kaxea zavisi od kvadrata Q-faktora
pola, za razliku od oset	ivosti amplitudske karakteristike koja zavisi od
Q-faktora pola. Zbog toga je potrebno, za implementaiju banke filtra zasno-
vane sa all-pass filtrima, koristiti gradivne blokove qije su karakteristike
malo oset	ive na promene elemenata.
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4. Pasivna LC realizaija je malo oset	iva na promene elemenata, ali je ona
efikasna samo za realizaiju prenosnih funkija minimalne faze. U sluqaju
realizaije all-pass filtara, qija je prenosna funkija maksimalne faze,
potrebno je koristiti ukrxtene qetvoropole ili premo71ene T -mree. Zamena
kalemova integrisanim induktivnostima u ovakvim mreama je praktiqno
nemogua. Za implementaiju dvostruko komplementarne banke filtara pred-
loena je bikvadratna sekija sa LCR rezonatorima u kojoj je kalem zameen
simuliranom induktivnosu generalnim konvertorom impedanse.
UporeÆene su dve realizaije dvokanalne analogne banke filtara. Prva se
odnosi na primenu all-pass filtara, a druga je standardna kaskadna real-
izaija. Monte Karlo simulaija je pokazala da su obe realizaije malo os-
et	ive na promene elemenata LCR rezonatora u propusnom opsegu dok u ne-
propusnom opsegu kaskadna realizaija ima znatno bo	e karakteristike. Ve-
lika oset	ivost fazne karakteristike all-pass filtara qini da odstupae
amplitudske karakteristike od nominalne vrednosti u nepropusnom opsegu
bude veliko i znaqajno raste sa porastom stepena filtra.
5. Dvostruko komplementarana banka filtara se moe iskoristiti za real-
izaiju digitalnog dela dvokanalne banke filtara, pogodnim izborom duine
digitalne reqi.
6.2 Pravi buduih istraivaa
Nove filtarske funkije za aproksimaiju analognih lanqanih filtara, kao
nauqni doprinos ove disertaije, stvorio je niz novih mogunosti za projektovae
svih tipova filtara. U toku samog istraivaa, prepoznati su brojni naqini
da	e primene lanqanih funkija i modifikovanih Jacobijevih polinoma, u smislu
unapreÆivaa projektovaa mikrotalasnih filtara, kao i ihovog prilagoÆavaa
razliqitim frekvenijskim opsezima i razliqitim tehnologijama. Neke od pre-
poznatih mogunosti da	eg istraivaa u oblasti lanqanih filtara su:
Aproksimaija lanqanih filtara minimalne faze sa konaqnim nulama prenosa
na imaginarnoj osi u ravni kompleksne promen	ive radi pobo	xaa selektivnosti
prenosne funkije. Treba imati u vidu da nule na imaginarnoj osi prouzrokuju
skok u faznoj karakteristii filtra na frekveniji nule, xto ima za poslediu
promenu predznaka prenosne funkije filtra na toj frekveniji, dok one nemaju
utiaja na karakteristiku grupnog kaxea.
Transformaija lanqanih filtra u digidalni domen imajui u vidu qieniu
da lesviqasta LC realizaija predstav	a optimalno rexee u pogledu oset	ivosti
filtra na toleranije elemenata. Polazei od ovog zak	uqa treba pristupiti
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istraivau transformaije koja e na najpogodniji naqin da preslika orig-
inalnu (prototipsku) funkiju iz kontinualnog (analognog) u diskretni (digi-
talni) domen, ili izvrxiti aproksimaiju lanqanih filtara direkto u digital-
nom domenu.
Minimizaija oset	ivosti filtara na proizvodne toleranije i sposobnost
generisaa razliqitih kombinaija seed funkija sa razliqitim parametrima,
za razliqite tehnologije mikrotlasnih filtara. Izrada lanqanih filtara na-
jsavremenijim tehnologijama i ihova implementaija bez trimaovaa na vixim
frekvenijama ili implementaija filtara propusnika opsega sa maim propor-
ionalnim xirinama propusog opsega ili, alternativno, smaiti zahteve pre-
iznosti i troxkova proizvode za odreÆeni set speifikaija filtara.
U mnogim komunikaionim sistemima neophodni su filtri koji pored strogih
speifikaija u pogledu unetih gubitaka, treba da ima xto maa izobliqea fazne
karakteristike ili karakteristike grupnog kaxea. Sinteza faznih korektora
za modifikovane Jacobijeve lanqane filtre koji se zasnivaju na aproksimaiji lin-
erane faze, ili konstantog grupnog kaqea, u mini-max smislu, ili u maksimalno
ravnom smislu, primenom iterpolaione tehnike.
Simulaija filtara na ADS (engl. Advanced Design System) platformi i ispi-
tivae primene predloenih filtara u drugim frekvenijskim opsezima, pri-
menom razliqitih implementaija analogne banke filtara i skaliraem dimenzija
komponenata, u i	u prilagoÆavaa sistemima u kojima mogu nai primenu. Izbor
elemenata filtra u zavisnosti od ograniqea koje unosi izabrana tehnologija im-
pementaije: primena elemenata sa konentrisanim parametrima, ograniqene vred-
nosti kalema i kondenzatora koje se mogu koristiti, ograniqea u pogledu tri-
movaa pojedinih elemenata filtra, ograniqea u pogledu minimalne vrednosti







funkije JacobiPoly za izraqunavae koefiijenata or-
togonalnog Jaobijevog polinoma. Ako jedan parametar nije speifiiran
JacobiPoly(n,a) vra1a koefiijente Gegenbauerovog polinoma. Ako oba parame-




% Coefficients P of the Jacobi polynomial
% They are stored in decending order of powers
if nargin == 1,
a=0; b=0;





if n == 0,
P=p0;
























programa za simulaiju filtra realizovanog kas-
kadom sekija vodova. Dizajn parametri su preuzeti iz klasiqne kige Davida
Pozara [61, str. 424℄. Za izraqunavae xirine trake potrebno je rexiti nelinerne
jednaqine (5.19) za poznatu vrednosti karakteristiqne funkije Zc, deb	ine h i































g=K_f2LC(PmJ,eps); % Realizacijapasivne LC mreze
g=real(double(g));
beta_l=g(1:2:N)*Z0L/R_G ; % Elektricna duzina kondenzatora
beta_h=g(2:2:N)*R_G/Z0H ; % Elektricna duzina kalema
lc=beta_l/BetaL; % Fizicka duzina kondenzatora
ll=beta_h/BetaH; % Fizicka duzina kalema














A_bcd1=[A B; C D];
[A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(WH,h,er,f,LE(2));
A_bcd2=[A B; C D];
[A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(WL,h,er,f,LE(3));
A_bcd3=[A B; C D];
[A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(WH,h,er,f,LE(4));






A_bcd5=[A B; C D];
[A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(WH,h,er,f,LE(6));
A_bcd6=[A B; C D];
[A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(WL,h,er,f,LE(7));









IL=-20*log10(abs(S12)); %Simulirani uneti gubici
NUM_S11=A+(B/R_G)-(C*R_G)-D;
S11=NUM_S11/DEN;








yv=10*log10(1+Kv); % Proracunati uneti gubici


















axis([0.1e+9 imx*1e+9 -50 0])
ABCD_microstrip_section.m
function [A,B,C,D] = ABCD_microstrip_section(W,h,ER,f,d)
% Izracunavanje ABCD parametara mikrostrip linije
% W sirine trake u m,
% h debljine subsrata u m,
% ER realtivna dielektricne konstanta substrata,
% f nafrekvenciji u Hz i
% d fizicke duzune u m.









function [EREF, Z0] = Calculate_Z0_EREF(h,W,ER)
% Izracunavanje efektivne dielektricne konstante (EREF) i
% karakteristicne impedanse Z0 mikrostrip linije
% W sirine trake u m,
% h debljine subsrata u m,
% ER realtivna dielektricne konstanta substrata.
if (W/h < 1)
Eeff = ((ER + 1)/2) + ((ER - 1)/2)*(( 1 + 12*(h/W))^(-0.5) + 0.04*(1 - (W/h))^2);
Z0 = (60/(Eeff^0.5))*log(8*(h/W) + 0.25*(W/h));
else
Eeff = ((ER + 1)/2) + ((ER - 1)/2)*((1 + 12*(h/W))^(-0.5));










% Filter characteristic function to elements of LC ladder network
% K is the filter characteristic function.
% eps<1 is passband edge ripple











z=double(vpasolve(Ks)); % Reflection zeros,
B=poly(z); % Numerator of reflection coefficient
%_______________________________
Ks=Ks*Ks;
p=double(vpasolve(Ks==-1)); % Reflection poles
l=find(real(p)<0);
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